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БОРИС ВАСИЛЬОВИЧ БАЗАЛIЙ

Науковi iнтереси Базалiя Б.В. було сконцентровано навколо нелiнiйних гранич-
них задач для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними в областях з вiль-
ними (невiдомими) межами. Бiльшiсть дослiджень пов’язана з доведенням класич-
ної розв’язностi граничних задач для елiптичних та параболiчних рiвнянь другого
порядку, в яких поряд з невiдомими розподiлами всерединi областi треба знайти та-
кож i саму область, тобто межу областi. Такi задачi є математичними моделями для
рiзноманiтних явищ в гiдродинамiцi, теплопровiдностi, нелiнiйнiй фiльтрацiї тощо.

При розглядi стацiонарних задач з вiльною межею (наприклад, хвилi на поверхнi
рiдини) традицiйним методом дослiдження, що веде початок вiд праць Левi-Чевiта,
Некрасова, Секерж-Заньковича та Данiлюка, є побудова iнтегро-диференцiйних рiв-
нянь, еквiвалентних вихiдним спiввiдношенням проблеми, та доведення їхньої роз-
в’язностi у вiдповiдних функцiональних класах. В цьому напрямку Базалiй Б.В.
вивчав бiльш загальну проблему, коли на невiдомiй межi задається умова типу Бер-
нуллi, що мiстить зовнiшнi сили з достатньо широкими умовами пiдпорядкування.
Зокрема, з використанням теореми про розгалуження розв’язкiв було доведено iс-
нування класичного розв’язку, коли додаткова умова на вiльнiй межi мiстить другi
похiднi цiєї межi.

Iсторично першi результати для багатовимiрної моделi фазового переходу бу-
ло отримано в роботах O.A. Олiйник, O.A. Ладиженської та А. Фрiдмана. В них
було використано iдею узагальнених розв’язкiв, але при цьому для таких слабких
розв’язкiв майже вiдсутня iнформацiя про невiдому межу. Проблема отримання ре-
гулярних розв’язкiв задачi Стефана була частково вирiшена в роботах A.M. Мейр-
манова та I. Ханзави з використанням методiв регуляризацiї, але тут з’являлася
велика рiзниця мiж регулярнiстю початкових умов i розв’язку. Цю рiзницю було
злiквiдовано в докторськiй дисертацiї Б.В. Базалiя, де було запропоновано якiсно
новий метод дослiдження задач подiбного классу. Цей метод можна визначити, як
метод локальних оцiнок, подiбно до методу Шаудера, або метод потенцiалiв, бо ос-
новнi аналiтичнi труднощi пов’язанi з оцiнками об’ємних та поверхневих потенцiалiв
зi спецiальними ядрами. Модельнi задачi, на вивченнi яких базується запропонова-
ний метод, не є класичними, бо мiстять у граничних умовах похiднi того ж порядку,
що i диференцiйнi оператори всерединi областi. Цей метод дозволяє також отримати
результати по класичнiй розв’язностi iнших проблем, подiбних до задачi Стефана,
наприклад: довести класичну розв’язнiсть задачi з вiльною межею, що мiстить два
параболiчних рiвняння та систему Нав’є-Стокса ( така система моделює термоди-
фузiю з конвекцiєю у рiдиннiй фазi); довести класичну розв’язнiсть задачi з вiльною
межею для системи, що мiстить параболiчне та елiптичне рiвняння, тобто у випадку
виродження системи ( це так звана проблема Маскета-Веригина); вивчити задачу
Стефана для нелiнiйного виродженого параболiчного рiвняння в класах регулярних
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функцiй; дослiдити нестацiонарну задачу з вiльною межею для елiптичного рiвнян-
ня з граничною умовою, що мiстить кривину невiдомої поверхнi.

Проблема деформацiї вiльної межi вивчалася також у випадку нерегулярної фор-
ми початкової межi. Для двовимiрного випадку модельна задача формулюється
всерединi кутової областi. Наявнiсть такої сингулярностi приводить до необхiдно-
стi побудови аналiтичної в областi функцiї з диференцiйно-рiзничннми умовами на
заданiй межi. Були встановленi достатнi умови на початковi данi, за яких кутова
точка початкової областi деякий час є нерухомою, та доведена класична розв’язнiсть
у вагових классах Гельдера.

Загальна гранична проблема для параболiчного рiвняння другого порядку з гра-
ничною умовою, що мiстить похiднi того ж порядку, що i рiвняння, була сформу-
льована для потреб теорiї ймовiрностей А.Д. Вентцелем. З точки зору методiв, роз-
роблених Б.В. Базалiєм, найбiльш важким є випадок, коли гранична умова мiстить
похiднi другого порядку по тангенцiальним до межi просторовим напрямкам. Було
побудовано спецiальнi простори регулярних функцiй та доведено розв’язнiсть задачi
у таких класах.

В останнi десятирiччя велика увага придiлялась задачi Кошi для так звано-
го рiвняння пористого середовища (або рiвняння нелiнiйної фiльтрацiї), для якого
властива скiнченнiсть швидкостi розповсюдження збурень i, як наслiдок, наявнiсть
поверхнi розподiлу. Було встановлено, що локально ця задача подiбна до задачi
Стефана, але при вивченнi вiдповiдної модельної задачi тут з’являється сингуляр-
нiсть у виглядi сильної виродженостi дифереицiйного рiвняння. В одновимiрному
випадку в роботах С. Аронсона, Х. Васкеса, Е. Ендженента було доведено аналiтич-
нiсть вiльної межi, але пiсля деякого позитивного промiжку часу. Запропонований
Борисом Васильовичом метод потенцiалiв дозволив встановити регулярнiсть вiльної
межi до початкового моменту в залежностi вiд регулярностi початкових даних, i, що
важливо, не тiльки в одновимiрному випадку, але i в довiльному багатовимiрному
просторi.

Серед iнших розробок, запроваджених Базалiєм Б.В., слiд вiдзначити застосу-
вання варiацiйних методiв до стацiонарних задач з вiльними межами, що виникають
в теорiї термопровiдностi; застосування методiв симетризацiї для отримання оцiнок
розв’язкiв нелiнiйних параболiчних рiвнянь, доведення нетеровостi деяких класiв
сингулярних iнтегральних рiвнянь.

Цiкаво, що останнiм часом методи, розробленi для вивчення задач з вiльною ме-
жею, знайшли застосування в задачах математичної бiологiї. У зв’язку з цим треба
вiдмiтити останнi публiкацiї Базалiя Б.В. у спiвавторствi з вiдомим математиком
А. Фридманом, в яких дослiджуються рiзноманiтнi математичнi моделi бiологiчних
процесiв, i наголос головним чином робиться на отриманнi розв’язкiв з регулярною
вiльною межею.

Науковий спадок Б.В. Базалiя налiчує бiльше 80 статей. Його науковi роботи є
широко вiдомими за межами України.
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О ВОЛНОВЫХ ДВИЖЕНИЯХ ЖИДКОСТИ С УЧЕТОМ

ПОВЕРХНОСТНОГО НАТЯЖЕНИЯ

Доклады Академии Наук СССР–1966,– 169, №1

1. Цель настоящей заметки заключается в том, чтобы перенести результаты,
полученные в работе [1], на более общий случай, когда в граничных условиях задачи
присутствуют производные функции, описывающей свободную поверхность.

Речь идет о следующей задаче. Внутри единичного круга |z| ≤ 1, z = x + iy
определить кривую γ, ρ = ρ(σ), ρ2 = x2 + y2, так, чтобы в двусвязной области Gz,
ограниченной окружностью Γ: |z| = 1, выполнялись условия:

1. Существует функция ψ(x, y), гармоническая внутри Gz и непрерывная в Gz +
γ + Γ.

2. ψ = 0 на Γ.

3. ψ = c1, c1 = const. 6= 0 на γ.

4. |gradψ| = q[ρ(σ), ρ′(σ), ρ′′(σ), ν], где q – дважды непрерывно дифференцируе-
мая функция всех своих аргументов, определенная по ρ в интервале 0 < ρ < 1
и для всех значений по остальным аргументам, положительная в своей области
определения; ν – некоторая совокупность численных параметров.

Подобная задача возникает в теории капиллярно-гравитационных волн. Рассмотрим
в плоскости ζ = ξ+iη плоские периодические движения тяжелой жидкости с учетом
поверхностного натяжения. Тогда функция q из аналога условия 4 имеет вид (закон
Бернулли)

q̄ =

√

√

√

√c0 − 2gη + 2α
d2η

dξ2

[

1 +

(

dη

dξ

)2
]

−3/2

, (1)

где η = η(ξ) – уравнение свободной поверхности; g – гравитационная постоянная;
α – коэффициент поверхностного натяжения (физическая константа жидкости); c0
–постоянная Бернулли. После перехода к плоскости z = x + iy функция (1) преоб-
разуется в следующую:

q[ρ, ρ′, ρ′′, ν] ≡ l(2πρ)−1

√

c0 + π−1gl ln ρ+ 4παρl−1(ρ′2 − ρρ′′)(ρ2 + ρ′2)−3/2, (2)

где l – длина волны, ν в данном случае есть совокупность параметров l и c0.
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Мы покажем, что и в рассматриваемом случае при некоторых предположениях
на функцию q существует двухпараметрическое семейство решений.

2. Используя обозначения из [1], получим следующую систему интегро-диффе-
ренциальных уравнений для определения λ, µ(s), ρ(s), к исследованию которой при-
водит анализ исходной задачи:

A0 ≡

2π
∫

0

[µ(s) + ln q(ρ, ρ′, ρ′′, ν)(s)]ds = 0,

A1 ≡

∣

∣

∣

∣

∣

∣

iλ

σ
∫

0

exp{iσ + Sµ(σ) + S1 ln q(ρ, ρ′, ρ′′, ν)(σ)}dσ + 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

− 1 = 0, (3)

A2 ≡ ρ2(σ) −
∣

∣1 + λL+ iλr(λ)

σ
∫

0

q−1(ρ, ρ′, ρ′′, ν)(σ)exp{iσ + S2µ(σ)

+S0 ln q(ρ, ρ′, ρ′′, ν)(σ)}dσ
∣

∣

2
= 0.

Решение этой системы должно обеспечить однолистность функции

z = z(τ) = λ

τ
∫

1

exp{F (t)}dt + 1, (4)

где τ – вспомогательная плоскость; в этой плоскости области Gz соответствует коль-
цо Gτ , внутренний радиус которого r (заранее неизвестен), а наружный 1.

Если функции µ(σ), ρ(σ), ρ′(σ), ρ′′(σ) 2π−периодические, то операторы A1, A2

ставят в соответствие каждой тройке (λ, µ, ρ) функций µ1(σ), µ2(σ), имеющие непре-
рывные по Гëльдеру производные. Действительно, в этом случае, например, f(σ) ≡
q(ρ(σ), ρ′(σ), ρ′′(σ), ν) – 2π−периодическая функция. Поскольку имеет место пред-
ставление

S0f(σ) =
ih0

π
ln sin

σ

2
+ S̃0f(σ),

где h0 = f(0) − f(2π), S̃0f(σ) ∈ Lipβ, то в случае h0 = 0 S0f(σ) также принад-
лежит пространству Гëльдера. Операторы A0, A1, A2 переводят каждую тройку
X = (λ, µ, ρ) в тройку X1 = (µ0, µ1, µ2), где µ0− число. Обозначим через E множе-
ство элементов X и в соответствии со сказанным введем на E норму

‖X‖E = |λ| + ‖µ‖ 0

Lip β
+ ‖ρ‖ 0

Lip β
+ ‖ρ′‖ 0

Lip β
+ ‖ρ′′‖ 0

Lip β
, 0 < β < 1, (5)

где
0

Lip β − означает пространство Гëльдера 2π−периодических функций. E пре-
вращается в полное нормированное линейное пространство. Через E1 обозначим
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банахово пространство элементов X1 с нормой

‖X1‖E1
= |µ0| + ‖µ1‖Lip β + +‖µ1′‖Lip β + ‖µ2‖Lip β + ‖µ2′‖Lip β. (6)

Можно показать, что отображение X1 = ϕ(X, ν) пространства E в E1 непрерывно
и непрерывно дифференцируемо.

Легко найти тривиальное решение X0 системы (3), соответствующее ψ(ρ) =
c1 ln ρ/ ln ρ0, где ρ0 = const определяется из равенства

ρ0q(ρ0, 0, 0, ν
0) ln ρ0 = −|c1|, (7)

так что X0 = (q(ρ0, 0, 0, ν
0),− ln(ρ0, 0, 0, ν

0), ρ0). Будет показано, что существует ре-
шения системы, близкие к X0 (в смысле выбранной метрики), в некоторой окрест-
ности точки ρ0, ν

0.
3. С этой целью вычислим производную Фреше ϕ′(X0, ν

0;X) отображения ϕ(X, ν)
в точке X0 при ν = ν0 и рассмотрим линеаризованное уравнение

ϕ′(X0, ν
0;X) = X1, X = (∆λ, h, l) ∈ E, X1 = (µ0, µ1, µ2) ∈ E1. (8)

Уравнение (8) эквивалентно некоторой линейной краевой задаче для функции
Φ0(τ), аналитической в кольце Gτ . Разложением в ряд Лорана Φ0(τ) задача (8)
приводится к бесконечной системе линейных уравнений для коэффициентов разло-
жения, и эта система достаточно просто решается. Искомые функции h(σ) и l(σ)
связаны с Φ0(τ) соотношениями

h(σ) = Re Φ0(e
iσ), l′′ + qρ′(ρ0, ν

0)q−1

ρ′′ (ρ0, ν
0)l′ + qρ(ρ0, ν

0)q−1

ρ′′ (ρ0, ν
0)l

= −q(ρ0, ν
0)q−1

ρ′′ (ρ0, ν
0)[Re Φ0(ρe

iσ) + µ]. (9)

Произвольные постоянные, появляющиеся при решении дифференциального урав-
нения (9), однозначно определяются из условий 2π-периодичности функций l(σ) и
l′(σ). В дальнейшем мы рассматриваем случай qρ′(ρ0, 0, 0; ν

0) = 0, имеющий место в
приложениях. Случай qρ′(ρ0, 0, 0; ν

0) 6= 0 рассматривается аналогично.
Если, как мы предположили, правая часть (8) принадлежит пространству E1,

можно показать, что первые две производные и сама функция l(σ) непрерывны
по Гëльдеру и удовлетворяют условию 2π-периодичности. Однако, для того, чтобы
выполнялось условие 2π-периодичности функции h(σ), необходимо и достаточно,
чтобы X1 удовлетворяло условию

η(ρ0)µ0 − F (µ1, µ2) = 0, η(ρ0) =
π

12

[

1 − 24
∞
∑

n=1

ρ2n
0

(1 − ρ2n
0

)2

]

, (10)

где F (µ1, µ2) – линейный функционал. Если, кроме того, выполняются условия

qρn
0

qρ − n2qρ′′
+
n− 1

n+ 1

qρ−n
0

qρ − n2qρ′′
−
ρ−n+1

n+ 1
+
ρn+1

0

n+ 1
6= 0, n = 1, 2, ...,
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q

qρ
+ ρ0 −

ρ0

1 + ln ρ0

6= 0, ρ0 6= e−1, qρ′′ 6= 0, qρ 6= 0, qρq
−1

ρ′′ 6= n2, (11)

где значения частных производных и сама функция q(ρ, ρ′, ρ′′, ν) вычисляются в
точке (ρ0, 0, 0, ν

0), то уравнение (8) однозначно разрешимо. В случае qρq
−1

ρ′′ = n2

соответствующее условие из (11) заменяется условием

ρn
0 +

n− 1

n+ 1
ρ−n
0

6= 0, (12)

которое всегда имеет место при ρ0 > 0.
При этих же условиях можно показать единственность тривиального решения

в некоторой малой окрестности ρ(s) = ρ0 при ν = ν0. Условие (11) для функции
q(ρ, ρ′, ρ′′, ν) вида (2) можно переписать в терминах критических средних скоростей.
Если обозначить через h среднюю глубину жидкости, то условия (11) нарушаются
при

c2kp.0 = gh, c2kp.n =

[

gl

2πn
+

2πnα

l

]

tanh
2πh

l
n. (13)

4. Из рассмотрения линеаризованной задачи следует, что нетривиальные реше-
ния могут возникать при нарушении условий (11). Однако, можно показать, что
нетривиальные решения существуют и при выполнении этих условий, если считать
параметры ν1, ν2, ... переменными в некоторой (вообще говоря, малой) окрестности
точки ν = ν0(ν0

1 , ν
0
2 , ...). Используя теорему о неявных функциях в функциональных

пространствах, можно показать справедливость теоремы 3 из [1] при более общих
условиях на функцию q.

Теорема 1. Пусть функция q зависит от ρ(σ) и ее первых двух производных, а
также от n (существенных) параметров. Если в точке (ρ0, ν

0) выполнены условия
(11) и qνi

6= 0, η(ρ0) 6= 0, то в некоторой окрестности точки ρ = ρ0 существует
(n−1)− параметрическое семейство решений, отличных от тривиального ρ = ρ0.

Тем самым доказано, что решением задачи о капиллярно-гравитационных вол-
нах является двухпараметрическое семейство периодических волн.

В заключение автор выражает глубокую благодарность И.И. Данилюку за по-
становку задачи и ряд ценных советов.
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О СПЕКТРЕ ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ

Математическая Физика–1968,–№5

Рассмотрим нелинейную задачу. Требуется найти внутри круга |z| ≤ 1, z = x+iy
линию γ : ρ = ρ(δ), ρ2 = x2 + y2, так, чтобы в двусвязной области Gz, ограниченной
γ и единичной окружностью Γ : |z| = 1, выполнялись следующие условия:

1. существует функция ψ(x, y), гармоническая внутри Gz и непрерывная в Gz +
Γ + γ;

2. ψ = 0 на Γ и ψ = 1 на γ;

3. функция |grad ψ| непрерывна на Gz +γ и удовлетворяет равенству |grad ψ| = q
(обобщенный интеграл Бернулли) на линии γ, функция q считается заданной.

Предполагаем, что q = q(ρ; ν), ν = (ν1, ν2, ..., νn), положительная и аналитиче-
ская по ρ и числовым параметрам ν.

Задача 1) − 3) сводится к системе трех нелинейных уравнений

Ai(λ, µ, ρ; ν) = 0, i = 0, 1, 2, (1)

причем A0– функционал. Неизвестными являются число λ и пара функций µ =
µ(s), ρ = ρ(s). Явный вид операторов Ai приведен в работе [1]. Система (1) имеет
тривиальное решение ω0 = (q(ρ0; ν

0);− ln q(ρ0; ν
0); ρ0); ρ0 удовлетворяет равенству

ρ0q(ρ0; ν
0) ln ρ0 = −1, 0 < ρ0 < 1, (2)

при некоторых фиксированных значениях параметров ν0. Этому решению соответ-
ствует "симметричное" решение ρ = ρ0 = const задачи 1) − 3).

Пусть E, E1− банаховы пространства троек соответственно ω = (λ, µ, ρ) и ω1 =
(µ0, µ1, µ2), введенные в работе [1]. Тогда формулы µi = Ai(λ, µ, ρ; ν), i = 0, 1, 2,
задают непрерывное (даже аналитическое) отображение ω1 = ϕ(ω; ν) пространства
E в пространство E1. Линеаризуя ϕ в точке (ω0, ν

0), получим уравнение

ϕ′(ω0, ν
0;X) = X1, X ∈ E, X1 ∈ E1, (3)

где слева – дифференциал Фреше оператора ϕ относительно ω. Рассмотрим случай,
когда

ρ0 6= 1

e
; η(ρ0) ≡

π

12

[

1 − 24

∞
∑

n=1

ρ2n
0

(1 − ρ2n
0 )2

]

6= 0.
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В работе [1] отмечено, что при выполнении условий

q(ρ0; ν
0)

q′ρ(ρ0; ν0)
+ ρ0 −

ρ0

1 + ln ρ0
6= 0,

q(ρ0; ν
0)

q′ρ(ρ0; ν0)
ρn
0 +

n− 1

n+ 1
· q(ρ0; ν

0)

q′ρ(ρ0; ν0)
ρ−n
0 − ρ−n+1

0

1 + n
+
ρn+1
0

1 + n
6= 0,

n = 1, 2, ..., (4)

уравнение (3) имеет (единственное) решение тогда и только тогда, когда правая
часть X1 = (µ0, µ1, µ2) удовлетворяет равенству

η(ρ0)µ0 −H(µ1, µ2) = 0, (5)

где H(µ1, µ2)– вполне определенный линейный функционал на подпространстве E2 :
µ0 = 0 пространства E1. При нарушении условий (4) подпространство нулей опера-
тора ϕ′(ω0, ν

0;X) не пусто. Здесь рассматривается случай, когда нарушается первое
из условий (4)

q(ρ0; ν
0)

q′ρ(ρ0; ν0)
+ ρ0 −

ρ0

1 + ln ρ0
= 0, 0 < ρ0 < 1, (6)

а остальные условия выполняются.

Введем временно новые обозначения x = ν = (ν1, ν2, ..., νn), x ∈
(n)

E , y = X =
(λ, µ, ρ) ∈ E, z = (0, µ1, µ2) = (µ1, µ2) ∈ E2 и рассмотрим оператор

z = F (x, y) : µi = Ai(λ, µ, ρ; ν), i = 1, 2, (7)

который действует из пространства
(n)

E × E в E2. В силу принятых предложений
оператор F можно разложить в ряд Тейлора

F (x, y) =
∑

r,s≥1

Cr
r+sFrsg

rhs, h = x− x0, g = y − y0,

Frs =
1

(r + s)!
· ∂

r+sF (x0, y0)

∂xs∂yr
, F (x0, y0) 6= 0.

Рассмотрим уравнение

By ≡ −F ′
y(x0, y0; y) = z, B : E → E2. (8)

Можно доказать, что при условии (6) однородное уравнение (8) имеет одномер-
ное пространство решений, базисом в котором может быть выбран вектор ϕ =
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(

− 1
q(ρ0;ν0)

, 1
q′ρ(ρ0;ν0)

, 1
)

, а неоднородное уравнение (8) имеет решение тогда и толь-
ко тогда, когда

ρ0

1 + ln ρ0
· 1

2π

2π
∫

0

µ1(σ)dσ − 1

2π

2π
∫

0

µ2(σ)dσ +
1

2π
[µ′1(0) − µ′1(2π)]

(

ρ0

1 + ln ρ0
− 1

)

+

(

2ρ0 ln2 ρ0

π(1 + ln ρ0)
+

ρ0

η(ρ0)(1 + ln ρ0)

)

H(µ1, µ2) =< z,ψ >= 0. (9)

Таким образом, оператор B нормально разрешимый в смысле Хаусдорфа, причем
подпространство E′ ∈ E нулей оператора B и подпространство нулей сопряженного
оператора B имеют размерности соответственно n = 1 и m = 1. Согласно теореме
Банаха-Хана существует такой функционал γ ∈ E∗ и элемент z ∈ E2, что < ϕ, γ >=
1, < z, ψ >= 1.

Вопрос о существовании решений уравнения F (x, y) = 0 при условиях n > 0, m >
0, сводится к построению и исследованию так называемого уравнения разветвления.
В нашем случае, если n = m = 1 и оператор F аналитический, это уравнение имеет
вид (см., например, работу [3], §4)

∞
∑

k=2

Lk0ξ
k +

∞
∑

k=0

ξk

∞
∑

l=1

Lklζ
l = 0. (10)

В этом уравнении ξ и ζ-действительные числовые параметры, h = ζh1 где h1 =
(h11, h12, ..., h1n)- какой-либо зафиксированный единичный вектор в пространстве
(n)

E ,

L01 =< F01h1, ψ >, L02 =< F02h
2
1 + 2F11(ΓF01h1)h1 + F20(ΓF01h1)

2, ψ >,

L11 = 2 < F11h1ϕ+ F20ϕΓF01h1, ψ >, L20 =< F20ϕ
2, ψ >, Γ = (B− < ·, γ > z)−1.

Предположим, что уравнение (10) уравнение имеет действительное решение ξ =
ξ(ζ), разлагающееся в ряд по целым степеням ζ и стремящееся к нулю вместе с
ζ → 0. Тогда уравнение F = 0 имеет решение y = y(ζ), которое стремится к y0 при
ζ → 0. Беря полную производную по ζ от тождества F (x(ζ), y(ζ)) ≡ 0 и полагая
затем ζ = 0, получаем уравнение (8) при z = F01h1. Поскольку это уравнение имеет
решение, необходимо, чтобы выполнялось условие (9):

L01 =< F01h1, ψ >= 0. (11)

Введем обозначение m0 =
∑n

i=1 q
′
νi

(ρ0; ν0)h1i/q(ρ0; ν
0); непосредственные вычисле-

ния показывают, что условие (11) можно записать в виде

m0

[

q(ρ0; ν
0)

q′ρ(ρ0; ν0)
− ρ0 −

2η(ρ0)

π
ρ0 ln ρ0

]

= 0. (12)
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Если скобка равна нулю, то условие (11) выполняется при любом h1, однако ρ0, как
следует отсюда и из равенства (6), должно удовлетворять уравнению

2η(ρ0) + π
1 + 2 ln ρ0

(1 + ln ρ0) ln ρ0
= 0.

Это уравнение имеет два решения:

ρ
(1)
0 ≈ 6, 294 · 10−6, ρ

(2)
0 ≈ 0, 496.

Дальнейшие вычисления показывают, что L20 = a, L11 = bm0, L02 = cm2
0, где

a = 902, 6·10−6, b = −3, 99, c = 3, 92·104 на первом корне ρ
(1)
0 и a = 0, 579, b = −88, 62,

c = −145, 32 на втором корне ρ2
0. Уравнение разветвления можно переписать в виде

aξ2 + bm0ξζ + cm2
0ζ

2 + ... = 0, (13)

где многоточие заменяет члены высших порядков. Дискриминант этого трëхчлена

∆ = L2
11 − 4L02L20 = m2

0(b
2 − 4ac),

причем b2−4ac < 0 на первом корне и b2−4ac > 0 на втором корне. Отсюда вытекает
следующее утверждение.

Лемма. Пусть ρ0 = ρ
(2)
0 и вместе с начальными значениями параметров ν0 =

(ν0
1 , ν

0
2 , ..., ν

0
n) удовлетворяет уравнениям (2), (6) и пусть в точке (ρ0, ν

0) выпол-
няются все условия (4), кроме первого, а функция q(ρ; ν) положительная и ана-
литическая по (ρ, ν). Если q′2ν1

(ρ0; ν
0) + ... + q′2νn

(ρ0; ν
0) > 0, то пара уравнений (7)

имеет два действительных и различных решения y(i) = (λ(i), µ(i), ρ(i)), i = 1, 2, эти
решения определены в некоторой окрестности точки ν0, вне плоскости m0 = 0 и
при ν → ν0 стремятся к тривиальному решению ω0.

В неспектральном случае система (7) имеет одно решение, определенное в полной
окрестности точки ν0 [1].

Подставляя решение системы (7) в первое уравнение (1), получим уравнение

f(ν1, ν2, ..., νn) ≡ A0(ν1, ν2, ..., νn) = 0, (14)

которому должны удовлетворять параметры задачи. Это уравнение удовлетворяет-
ся в точке ν0. Непосредственные вычисления показывают, что все первые частные
производные функции f(ν1, ν2, ..., νn) в точке ν = ν0 равны нулю. Это заставляет
рассматривать второй дифференциал функции f в точке ν0. Полагая для просто-

ты, что n = 2, обозначая m0i =
qνi

q
, s =

qq′′ρρ−q′2ρ

q
′2
ρ

(при ρ = ρ0, ν = ν0) и опуская

вычисления, запишем выражение для d2f(ν0) в окончательном виде:

1

π
d2f(ν0) = (m2

01h
2
1 +m2

02h
2
2)

(

−A2 + ξσB
2 +

sξ2σ
q2

)

+ 2m01m02h1h2

20



×
(

−A2 + ξσB
2 +

sξ2σ
q2

+ sC2

)

; (15)

в этой формуле положительные постоянные A2, B2, C2 вполне определенные и не
зависят от конкретного вида функции q(ρ; ν), а 2ξσ = b±

√
b2 − 4ac, σ = 1, 2. Пусть

∆1– дискриминант формы (15). Если ∆1 > 0, то в плоскости параметров (h1, h2)
существуют два различных направления, вдоль которых d2f(ν0) обращается в нуль;
при этом s не равно нулю. Предполагая m01 6= 0, m02 6= 0, получим

1

π
d2f(ν0)|m0=0 = −2m2

01h
2
1C

2s 6= 0,

следовательно, указанные направления не совпадают с направлением m0 = 0. Отсю-
да вытекает, что уравнение (14) по обе стороны прямой m0 = 0 имеет два различных
решения ν2 = ν2(ν1). Заметим также, что ∆1 > 0, если s < 0.

Из всего изложенного вытекает следующая теорема.
Теорема существования. Пусть выполняются все условия леммы и пусть,

кроме того, n = 2, m01 6= 0, m02 6= 0. Если ∆1 > 0, то задача 1)–3) имеет по край-
ней мере однопараметрическое семейство решений, которое стремится к триви-
альному при ν1 → ν0

1 . Утверждение теоремы справедливо, в частности, если

s =
q(ρ0; ν

0)q′′ρρ(ρ0; ν
0) − q′2ρ (ρ0; ν

0)

q′2ρ (ρ0; ν0)
< 0. (16)

Задача о поверхностных волнах в поле сил земного тяготения над плоским дном
приводит к функции

q ≡ l

C12πρ

√

C0 +
gl ln ρ

π
,

где C1– расход, C0– постоянная Бернулли, l– длина волны (ν = (C0, C1, l)). Спек-
тральность начальных данных параметров (C0, C1, l) означает, что число Фруда рав-
но единице, т.е. скорость движения равна критической

√
gh. В этом случае s =

−26 < 0.
В заключение заметим, что все изложенные соображения переносятся на случай,

когда функция q зависит также от ρ′, ρ′′ [2].
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ПРО РОЗГАЛУЖЕННЯ КРИТИЧНИХ ТОЧОК ФУНКЦIОНАЛIВ,

ОЗНАЧЕНИХ IНТЕГРАЛАМИ ЗI ЗМIННОЮ ОБЛАСТЮ

IНТЕГРУВАННЯ

Доповiдi АН УРСР–1970,–№1

1. Нехай Γ – деяка проста достатньо гладка лiнiя на площинi z = x+ iy i нехай в
областi G, обмеженiй Γ, задано невiд’ємну достатньо гладку функцiю Q(x, y). Позна-
чимо через Gγ ⊂ G двозв’язне криволiнiйне кiльце, обмежене зафiксованою лiнiєю
Γ i деякою достатньо гладкою змiнною лiнiєю γ (так званою "вiльною границею"),
i розглянемо сукупнiсть функцiоналiв

I(ψ, γ;λ, c) ≡

∫

Gγ

{ψ2
x + ψ2

y +Q2(x, y) − λ}dxdy + λc2; (1)

в цiй формулi ψ – достатньо гладка в Gγ функцiя, що дорiвнює нулевi на Γ i оди-
ницi на γ, c2 – зафiксоване дiйсне число, менше вiд площi областi G, λ – дiйсний
числовий параметр. Нехай при деякому λ пара (ψ, γ) має класичнi диференцiаль-
нi властивостi i є критичною точкою функцiоналу (1) на множинi всiх допустимих
пар (ψ, γ). Застосовуючи мiркування, наведенi в [1], неважко переконатися, що то-
дi ψ(x, y) є гармонiйною функцiєю струму кiльця Gγ , на вiльнiй границi якого γ
задовольняється узагальнена умова Бернуллi |grad ψ|2 = Q2 −λ. Якщо площа кiль-
ця Gγ дорiвнює c2, то пара (ψ, γ) є розв’язком iзопериметричної задачi, в якiй треба
знайти всi критичнi точки (ψ, γ) функцiоналу (1) при деякому λ = 0 на множинi
всiх пар, для яких площа Gγ дорiвнює c2. З аналогiчних мiркувань випливає, що i
навпаки: кожен розв’язок (ψ, γ) цiє̈ı iзопериметричної задачi є критичною точкою
функцiоналу (1) при деякому λ вiдносно всiх допустимих пар (ψ, γ), причому площа
кiльця Gγ дорiвнює c2, а параметр λ вiдiграє роль множника Лагранжа.

Вказана iзопериметрична задача є еквiвалентною гiдродинамiчнiй проблемi про
хвильовий рух iдеальної нестисливої рiдини. Такий рух описується гармонiйною
функцiєю струму ψ кiльця Gγ , причому на лiнiї γ, яка визначає геометрiю хви-
лi, задовольняється узагальнений закон Бернуллi |grad ψ|2 = Q2 + const. Площа
c2 розшукуваного кiльця Gγ характеризує кiлькiсть рiдини, що рухається. Сказане
вище означає, що ми вiдшукаємо всi такi хвильовi рухи, якщо в множинi всiх "абсо-
лютних"критичних точок функцiоналу (1) знайдемо тi, у яких кiльце Gγ має площу
c2.

2. Варiацiйний пiдхiд до цiєї гiдродинамiчної задачi дав можливiсть в [1] розв’яза-
ти проблему iснування при умовах, що не накладають нiяких обмежень на функцiо-
нальну структуру силової функцiї Q. Метою нашої статтi є вивчення критичних
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точок функцiоналу (1) i їх розгалуження в припущеннi, що Γ – коло |z| = 1 i
Q(x, y) = q(ρ; ν), де ρ2 = x2 + y2, а ν = (ν1, ..., νn) – деяка система числових параме-
трiв; згадана вище теорема iснування може давати в цьому випадку "геометрично
тривiальнi" розв’язки γ : |z| = ρ0 < 1. Окрiм цього, на вказаному прикладi ми
зможемо проiлюструвати деякi загальнi твердження роботи [2].

Якщо (ψ, γ) – критична точка функцiоналу (1), то ψ(x, y) – гармонiйна функцiя
струму в кiльцi Gγ . Спряжена до неї гармонiйна функцiя ϕ(x, y) має прирiст ν 6= 0
вздовж кожної гомотопної до γ лiнiї. Функцiя τ = exp{2πi(ϕ + iψ)/ν} ≡ τ(z), як
можна переконатися, конформно i однолистно вiдображає Gγ на кiльце Gρ : ρ <
|τ | < 1 при деякому ρ > 0. Нехай z = z(τ) – вiдповiдна обернена функцiя. Тодi
I(ψ, γ;λ, c) ≡ I1(ρ, z;λ, c), де

I1(ρ, z;λ, c) ≡ −
2π

ln ρ
+

∫ ∫

Gρ

{q2(z, ν) − λ}

∣∣∣∣
dz

dτ

∣∣∣∣
2

dξdη + λc2, (2)

i пара (ρ, z) є критичною для функцiоналу (2). Навпаки, якщо пара (ρ, z) є критич-
ною точкою функцiоналу (2), то функцiя ψ = ln |τ(z)|/ ln ρ разом з лiнiєю γ : z =
z(ρ eiσ) утворюють критичну пару функцiоналу (1) [2]. Завжди можна вважати,
що z(1) = 1. Будемо розшукувати функцiю z(τ) у виглядi τ expF (τ), i оскiльки
допустимою аналiтична функцiя z(τ) є лише тодi, коли вона взаємно однозначно
вiдображає коло |z| = 1 на коло |τ | = 1 i z(1) = 1, то F (1) = 0 i Re F (eiσ) = 0, 0 ≤
σ ≤ 2π. Якщо позначити через an, bn, коефiцiєнти Фур’є функцiї f(σ) = Re F (ρeiσ),
то для F (τ) неважко отримати формулу

F (τ) =

∞∑

n=1

an
ρn

1 − ρ2n
(τ−n − τn) +

∞∑

n=1

ibn
ρn

1 − ρ2n
(τ−n + τn) − 2i

∞∑

n=1

bn
ρn

1 − ρ2n
. (3)

Очевидно, з iншого боку, що кожна функцiя виду (3) породжує згiдно з формулою
z(τ) = τexpF (τ) допустиму функцiю для функцiоналу (2), якщо z(τ) однолистна
i ρexpf(σ) < 1. Функцiї виду (3) аналiтично продовжуються через коло |τ | = 1, а
щоб охарактеризувати їх диференцiальнi властивостi на колi |τ | = ρ, припустимо,
що сходиться ряд iз загальним членом n4(a2

n + b2n). Це припущення є еквiвалентним
тому, що f(σ) має першу i другу узагальнену похiдну з простору L2(0, 2π). Оскiльки
тодi f ′(σ) ∈ Lip α, α ≤ 1/2, то лiнiя γ : z = z(ρeiσ) задовольняє умови Ляпунова.
Сукупнiсть H пар (ρ,X), де X = (a1, b1, ...), є, очевидно, координатним записом

гiльбертового простору R×W
(2)
2 (0, 2π). Пiдставляючи функцiю (3) в формулу z(τ) =

τ exp F (τ), а потiм у праву частину формули (2), отримаємо функцiонал

J̃(ρ,X) ≡ J̃(ρ, a1, b1, a2, b2, ...) ≡ I1(ρ, τexpF (τ);λ, c), (4)

означений, а якщо q(ρ; ν) є достатньо гладкою по ρ, то i диференцiйований певну
кiлькiсть разiв у просторi H. Таким чином, пошук критичних пар (ρ, z) для функ-
цiоналу (2) зводиться до аналогiчної задачi для функцiоналу (4), а ця остання є
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еквiвалентною до рiвняння
U(ρ,X; ν) = 0, (5)

лiва частина якого – це оператор U ≡ (∂J̃/∂ρ, k−1∂J̃/∂ak, k
−1∂J̃/∂bk), k = 1, 2, ...,

який дiє,як можна переконатися, в просторi H при будь-якому зафiксованому ν ∈ En

(U ≡ grad(ρ,x)J̃(ρ,X; ν)).
3. Рiвняння (5) має розв’язок (ρ0, 0, ν0), якщо величини ρ0, λ i ν0 задовольняють

рiвняння
1

ρ2
0 ln2 ρ0

− q2(ρ0; ν0) + λ = 0, 0 < ρ0 < 1. (6)

Ми вкажемо умови, за яких рiвняння (5) має розв’зок (ρ(ν),X(ν)) ∈ H, який при
ν → ν0 прямує до (ρ0, 0). Iншими словами, ми дослiдимо умови розгалуження геоме-
трично тривiальної критичної точки (ρ0, τ) функцiоналу (2). Похiдна Фреше опера-
тора U по парi (ρ,X) ∈ H є оператором U ′

(ρ,x)(ρ0, 0; ν0)(l, Y ), (l, Y ) ∈ H, Y = (αn, βn),
матриця якого, як показують безпосереднi обчислення, має дiагональний вигляд;
бiльш точно

U ′

(ρ,x)(ρ0, 0; ν0)(l, Y ) = (c0l, c1α1, c1β1, ..., ckαk, ckβk, ...), (7)

де

c0 = 2π
∂

∂ρ

[
1

ρ ln2 ρ
− ρ(q2(ρ; ν0) − λ)

] ∣∣∣∣∣
ρ=ρ0

,

ck =
π

k

(
ρk
0

1 − ρ2k
0

)
∂

∂ρ
[ρ2(ρ−k − ρk)2(q2(ρ; ν0) − λ)]

∣∣∣
ρ=1

ρ=ρ0

, k = 1, 2, ... (8)

Радiус ρ0 < 1 з площею c2, пов’язаний формулою ρ0 =
√

1 − c2/π > 0. З другої
формули (8) випливає, що ck − 2πρ2

0[q
2(ρ0; ν0) − λ] при k → ∞, отже, в силу (6)

оператор (7) має обмежений обернений, якщо ck 6= 0, k = 0, 1, 2, .... За цих умов
пара (ρ0, 0) є iзольованою критичною точкою функцiоналу (4) при ν = ν0 (порiвн.
теорему 5, [2]), а продовження розв’язку (ρ0, 0) рiвняння (5) по параметру ν, яке
можна отримати, спираючись на теорему про неявну функцiю, приводить до одних
тiльки геометрично тривiальних розв’язкiв.

З огляду на це розглянемо випадок, коли cm = 0 при деякому m ≥ 1 i ck 6= 0 при
всiх k 6= m. Умова cm = 0 дає можливiсть знайти значення параметра λ:

λ = λm ≡ q2(ρ0; ν0) +
ρ0

(m+ 1)

ρm
0 − ρ−m

0

ρm
0 + ρ−m

0
m−1
m+1

∂

∂ρ
q2(ρ; ν0)

∣∣∣∣∣
ρ=ρ0

, (9)

при якому оператор (7), зберiгаючи властивостi нормальної розв’язувальностi, має
двовимiрний пiдпростiр нетривiальних (ненульових) розв’язкiв однорiдного рiвнян-
ня. Питання про розв’язки нелiнiйного рiвняння (5) за таких умов зводиться до
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побудови i дослiдження так званого рiвняння розгалуження (див., напр., [3]). В на-
шому випадку це рiвняння зводиться до системи двох нелiнiйних трансцендентних
рiвнянь. В зв’язку з цим ми розглянемо розгалуження критичних точок функцiона-
лу в просторi H1 ⊂ H, де H1 – сукупнiсть пар (ρ,X1), X1 = (a1, a2, ...). В цьому разi
рiвняння розгалуження є одновимiрним i, якщо припустити аналiтичнiсть функцiї
q(ρ; ν) в точцi q(ρ0; ν0) воно матиме вигляд

∞∑

k=2

Lk0ξ
k +

∞∑

k=0

ξk
∞∑

l=1

Lklζ
l = 0, (10)

де ζ–довжина вектора ν− ν0 ∈ En, Lkl– певнi функцiонали над вектором (ν− ν0)/ζ,
ξ– невiдома дiйсна змiнна. Аналiз рiвняння (10) показує, що воно допускає розв’язки
вигляду

ξ = ξ0 + o(ζ1/2), ξ0 = 0, ±

√
−L11L

−1
30 , (11)

де позначено

L11 = m3
n∑

i=1

∂

∂νi

∂2J̃

∂a2
m

µi +
2πρ0m

3

c0

n∑

i=1

∂

∂νi
q2(ρ0; ν0)µi

∂

∂ρ

∂2J̃

∂a2
m

,

L30 =
m3

3

∂4J̃

∂a4
m

−
m2

2c2m

∂3J̃

∂a2
m∂a2m

, ν − ν0 = (µ1, µ2, ..., µn) ≡ µ. (12)

Всi похiднi в цих формулах беруться в точцi (ρ0, 0, ν0) при λ = λm i на пiдставi
формул (4), (3) i (9) можуть бути виписанi явно через функцiю q i ї ї похiднi в точцi
(ρ0, ν0); за браком мiсця ми не наводимо цих формул.

4. Для того, щоб функцiї (11) мали сенс i були дiйсними, припустимо, що

L30 6= 0, −L11/L30 ≥ 0. (13)

За цих умов (5) має (дiйсний) розв’язок (ρ(µ),X1(µ)), який приµ = ν−ν0 → 0 прямує
до (ρ0, 0). Щоб вiдповiдне кiльце Gγ(µ) мало площу c2, розглянемо функцiю

f1(µ1, µ2, ..., µn) =

∫ ∫

Gγ(µ)

dxdy − c2 =

∫ ∫

Gρ(µ)

e2ReF (τ ;µ)

∣∣∣∣1 + τ
dF (τ ;µ)

dτ

∣∣∣∣
2

dξdη − c2 (14)

i спробуємо обернути її в нуль за рахунок деякої функцiональної залежностi мiж
параметрами µ1, µ2, ..., µn. Безпосереднi розрахунки показують, що для будь-якого
i = 1, 2, ..., n, маємо

∂f1

∂µi

∣∣
µ=0

= −2π

∣∣∣∣∣
2πρ0

c0

∂

∂νi
q2(ρ0; ν) −

1

c0

∂3J̃

∂ρ∂a2
m

∂ξ20
∂µi

∣∣∣∣∣ + 2π(m+ 1)

(
ρm
0

1 − ρ2m
0

)2

ρ2
0
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(
ρm
0 + ρ−m

0

m− 1

m+ 1

)
∂ξ20
∂µi

∣∣µ=0

ρ=ρ0
. (15)

Таким чином, якщо права сторона цiєї формули, скажемо, при i = 1 не дорiв-
нює нулевi, то внаслiдок рiвностi f1(0, 0, ..., 0) = 0 i на пiдставi теореми про не-
явну функцiю згадана вище залежнiсть µ1 = µ1(µ2, ..., µn) iснує, є неперервною i
µ1(0, ..., 0) = 0. Очевидно, що при достатньо малiй довжинi вектора (µ2, ..., µn) вiд-
повiдна функцiя z(τ) = τ exp F (τ ;µ) буде однолiстною.

Виключаючи параметр λ з рiвностей (6) i (9), приходимо до умови

1

ρ2
0 ln2 ρ0

+
ρ0

m+ 1

ρm
0 − ρ−m

0

ρm
0 + m−1

m+1ρ
−m
0

∂

∂ρ
q2(ρ; ν0)

∣∣
ρ=ρ0

= 0, (16)

яку повиннi задовольняти значення (ρ0, ν0). Число λ знаходимо тодi за формулою
(9).

Теорема. Нехай Γ – коло |z| = 1, c2 < π – задане додатне число i ρ0 =√
1 − c2/π > 0. Припустимо, далi, що Q2(x, y) ≡ q2(ρ; ν) – задана додатна фун-

кцiя вiд ρ, ρ2 = x2 +y2, i системи ν = (ν1, ..., νn) дiйсних параметрiв i що значення ν0

при деякому m ≥ 1 задовольняють умову (16), а число λ має значення правої части-
ни формули (9). Будемо вважати, нарештi, що q2(ρ; ν) аналiтична в деякiй околицi
точки (ρ0, ν0) i що всi величини (8) при k 6= m i похiдна (15) при i = 1 не дорiвнюють
нулевi. Якщо при деяких µ = ν−ν0 6= 0 виконуються умови (13), то функцiонал (2),
а отже, i функцiонал (1), в деякiй околицi геометрично тривiальної критичної точки
(ρ0, τ) має двi (n − 1)− параметричнi системи критичних точок (ρ, z(τ)), вiдповiднi
кiльця яких Gγ , γ : z = z(ρeiσ), мають площу c2.

Зауважимо додатково, що вiльна границя γ має параметричне представлення
(0 ≤ σ < 2π, µ1 = µ1(µ2, ..., µn))

r = r(σ) ≡ ρ(µ) exp

{
∞∑

n=1

an(µ) cos nσ

}
, ϕ = ϕ(σ) ≡ σ + Im F (ρ(µ)eiσ ;µ),

{an(µ)} ≡ X1(µ),

задовольняє умови Ляпунова, i разом з функцiєю ψ(x, y) = ln |τ(z)|/ ln ρ являє
розв’язок вказаної в п. 1 гiдродинамiчної задачi. Всi цi розв’язки геометрично не-
тривiальнi при µ 6= 0 i прямують до геометрично тривiального розв’язку при µ =
ν − ν0 → 0.
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О ВОЛНОВЫХ ДВИЖЕНИЯХ С ОБОБЩЕННЫМ ЗАКОНОМ
БЕРНУЛЛИ, СОДЕРЖАЩИМ КРИВИЗНУ СВОБОДНОЙ

ПОВЕРХНОСТИ

Математическая Физика–1970,– №7

Рассматривается один класс нелинейных задач со свободной границей. Требуе-
тся определить один из контуров границы искомой области, внутри которой дол-
жна существовать гармоническая функция тока, а на свободной границе должно к
тому же выполняться некоторое условие типа интеграла Бернулли. В работе изуча-
ются вопросы существования и ветвления решений для того случая, когда данное
обобщенное условие Бернулли содержит не только координаты искомой границы,
но и ее кривизну.

1. Постановка задачи. Интегральные уравнения
Пусть Γ – единичная окружность на плоскости z = x+ iy. Требуется определить

двусвязную область Gz ("кольцо"), ограниченную кривой Γ и некоторой неизвестной
простой замкнутой кривой γ : ρ = ρ(ϕ), ρ2 = x2 + y2, так, чтобы выполнялись
условия:

1) внутри Gz существует дважды непрерывно дифференцируемая однозначная
функция ψ(x, y), удовлетворяющая уравнению Лапласа и непрерывная вплоть до
границ;

2) ψ = 0 на Γ, ψ = 1 на γ;
3) производные ψx, ψy существуют вплоть до границ и удовлетворяют на γ усло-

вию: |grad ψ| = q(ρ, k, ν), где q – заданная дважды непрерывно дифференцируемая
функция, определенная по ρ на интервале 0 < ρ < 1 и для всех значений по осталь-
ным аргументам, строго положительная в своей области определения; k – кривизна
"свободной границы" γ; ν – некоторая совокупность численных параметров.

Для случая q = Q(x, y) задача рассмотрена А. Бейрлингом [1]. В этой работе мы
следуем идеям И.И. Данилюка [2], который предложил аналитический метод иссле-
дования задачи для случая, когда функция q зависит только от расстояния точек
свободной границы до начала координат (см. также статью в настоящем сборнике).

Постановка задачи является обобщением проблемы существования перманент-
ных волн на поверхности жидкости с учетом массовых сил и сил поверхностного
натяжения. Задача такого вида возникает, например, при рассмотрении перманент-
ных движений невесомой жидкости, заполняющей цилиндр бесконечной высоты,
который вращается с постоянной угловой скоростью ω > 0. Интеграл Бернулли на
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свободной поверхности, как легко показать, имеет вид

|grad ψ|2 = C2
0 + ω2ρ2 + 2αk,

где C0 – некоторая постоянная. В качестве примера будут рассмотрены капиллярно-
гравитационные волны на поверхности жидкости в канале постоянной конечной глу-
бины. Капиллярно-гравитационные волны ранее изучались Я.И. Секерж- Зенько-
вичем [3] и Г. Беккертом [4].

1. По функции ψ(x, y) построим аналитическую функцию χ(z) = ϕ(x, y)+iψ(x, y)
– комплексный потенциал течения. Функция χ(z) многозначна, вдоль каждого пути
гомотопного γ она приобретает вещественный период

ν̃ =

∫

γ
q(ρ, k, ν)ds. (1)

Поскольку γ требует определения, то и число ν̃ должно находиться в результате
решения задачи (1)-(3).

Введем вспомогательную плоскость τ по формуле

τ = τ(z) = exp

{

2πi

ν̃
χ(z)

}

. (2)

Тогда области Gz в плоскости τ соответствует кольцо Gτ , наружный радиус которого
равен единице, а внутренний

|τ |γ = r = exp

{−2π

ν̃

}

. (3)

Сформулированная задача (1)-(3) будет, очевидно, решена, если будет найдена функ-
ция z = z(τ), обратная функция (2).

Можно показать, что

F (τ) = ln
1

λ

dz

dτ
= ln

∣

∣

∣

∣

dz

λdτ

∣

∣

∣

∣

+ i arg
dz

λdτ
, ν̃ = 2πrλ, (4)

однозначная аналитическая функция в кольце Gτ . Тогда искомая функция выража-
ется формулой

z(τ) = λ

∫ τ

1
exp(F (t))dt + 1, (5)

причем мы должны потребовать, чтобы отображение (5) было однолистным.
В терминах функции F (τ) условие 3) запишется в виде

Re F (τ) = ln
1

q(ρ, k, ν)
, |τ | = r, (6)
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причем правая часть превращается в функцию от τ с помощью (5).
2. Как известно, явное выражение для оператора Шварца, восстанавливающего

аналитическую однозначную функцию F (τ) по краевым условиям

ReF+(eiσ) = µ(σ), ReF+(reiσ) = µ1(σ), −π ≤ σ ≤ π, (7)

дается с помощью ζ- функция Вейерштрасса [5]. При этом необходимым и достаточ-
ным условием однозначности является равенство

∫ π

−π
µ1(s)ds =

∫ π

−π
µ(s)ds.

Предположим, что нам известна функция F (τ). Используя представление функ-
ции z(τ) в форме [5], вычислим граничные значения z(τ). При вычислении z+(eiσ)
будем предполагать, что интегрирование ведется вдоль единичной окружности τ =
eiσ, −π ≤ σ ≤ π, тогда

z+(eiσ) = 1 + λ

∫ σ

0
exp(F+(eiσ))deiσ .

При вычислении z+(reiσ) вначале будем интегрировать по радиусу σ = 0, а затем
вдоль окружности τ = reiσ, −π ≤ σ ≤ π:

z+(reiσ) = 1 + λ

∫ r

0
exp(F (t))dt + λr

∫ σ

0
exp(F+(reiσ))deiσ .

В силу условий задачи очевидно, что |z+(eiσ)| = 1. Если свободную поверхность в
плоскости z задать в параметрической форме ρ = ρ(σ), ϕ = ϕ(σ), то на окружности
τ = reiσ будем иметь z+(reiσ) = ρ(σ)eiϕ(σ). Пусть θ = θ(σ) – угол наклона касатель-
ной к оси x в плоскости z. Тогда, как легко подсчитать,

ρ′(σ)

ρ(σ)
= −ϕ′(σ)[− cot θ1(σ) sinϕ(σ) + cosϕ(σ)]

sinϕ(σ) + cot θ1(σ) cosϕ(σ)
, (8)

или
ρ(σ) = ce

∫ σ
0

P (θ1,ϕ,ϕ′)ds, θ1(σ) = θ(σ) − π

2
, (9)

где c = ρ(0) и P (θ1, ϕ, ϕ′) – функция, определяемая правой частью (8). Кривизна
кривой γ есть dθ/ds, s – длина дуги; после перехода к параметру σ можно записать

k =
dθ1
ds

=
dθ1
dσ

[ρ2(σ)ϕ′2(σ) + ρ′2(σ)]−1/2. (10)

Таким образом, функция q(ρ, k, ν) превращается в функцию от τ , если учесть форму-
лы (9), (10), т.е. правая часть формулы (6) есть некоторая известная функция от
ϕ(σ), ϕ′(σ), θ(σ), θ′(σ) и числа c. Будем считать искомыми три функции – µ(σ),

30



ϕ(σ), θ1(σ) и два числа: λ и c. Равенства |z+(eiσ)| = 1 и z+(reiσ)ρ(σ)eiϕ(σ) совме-
стно с условием однозначности функции F (τ) рассмотрим как уравнения для их
определения.

Обозначим:

S0µ =
i

π

∫ π

−π
µ(s)ζ(σ − s)ds, Sµ = µ(σ) + S0µ(σ),

S1µ =
i

π

∫ π

−π
µ(s)

[

ζ(σ − s+ i ln r) − i

(

1

2
+
η(r)

π
ln r

)]

ds, η(r) = ζ(π),

S2µ =
i

π

∫ π

−π
µ(s)

[

ζ(σ − s− i ln r) + i

(

1

2
+
η(r)

π
ln r

)]

ds,

K1(µ) =
i

π

∫ π

−π
µ(s)ζ(−i ln t− s)ds,

K2µ =
i

π

∫ π

−π
µ(s)

[

ζ(−i ln t− s+ i ln r) − i

(

1

2
+
η(r)

π
ln r

)]

ds, (11)

где особый интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. Используя
эти обозначения, выпишем систему уравнений для определения искомых величин:

A0(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν) ≡
∫ π

−π
[µ(s) + ln q(ρ, k, ν)]ds = 0,

A1(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν) ≡
∣

∣

∣

∣

iλ

∫ σ

0
exp[is+ Sµ(s) + S1 ln q(ρ, k, ν)]ds + 1

∣

∣

∣

∣

2

− 1 = 0,

A2(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν) ≡ −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + λL+ iλr

σ
∫

0

exp[is + S0 ln q(ρ, k, ν) + S2µ(s)]q−1(ρ, k, ν)ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

+ρ2(σ) = 0, A3(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν) ≡ ϕ(σ) − Im ln[1 + λL+ iλr

∫ σ

0
q−1(ρ, k, ν)

× exp[is+S0 ln q(ρ, k, ν)+S2µ(s)]ds] = 0, A4(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν) ≡ c2−|1+λL|2 = 0, (12)

причем в функцию q(ρ, k, ν) нужно подставить выражение для ρ(σ) и k(σ) через
функции ϕ(σ), θ1(σ), их производные и число c; через L обозначено:

L =

∫ r

1
exp[K1µ(t) +K2 ln q(ρ, k, ν)]dt,

так что выражения (12) представляют собой систему нелинейных интегро-дифферен-
циальных уравнений относительно неизвестных функций. Если решение системы
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(12) найдено, то определится функция F (τ) и, следовательно, z = z(τ), тогда гармо-
ническая функция

ψ(x, y) = − ν̃

2π
ln |τ(z)|, z = x+ iy,

дает решение исходной задачи (1)-(3).
2. Пространства, операторы
1. Систему (12) запишем в виде

Ai(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν) = 0, i = 0, 1, 2, 3, 4. (13)

Операторы Ai естественно рассматривать на множестве E элементов y = (λ, µ, θ1,
ϕ, c). Каждый элемент y операторы Ai, i = 0, 1, 2, 3, 4, преобразуют в элемент z =
(µ0, µ1, µ2, µ3, µ4), при этом µ0, µ4 – вещественные числа, а µi(s), i = 1, 2, 3, – веще-
ственные функции, определнные на сегменте [−π, π].

Будем искать решения исходной задачи, симметричные относительно веществен-
ной оси. В связи с этим положим, что θ1(σ), ϕ(σ) ∈ C+

1,β[−π, π], а µ(σ) ∈ C+
0,β.

Здесь Cl,β обозначают пространства непрерывных функций, l-е производные кото-
рых удовлетворяют условию Гельдера с показателем 0 < β < 1. Значок "+" или
"−" означает, что рассматриваются соответственно подпространства четных или
нечетных функций. Введем норму элемента y по формуле

‖y‖E = |λ| + |c| + ‖µ‖C+

0,β
+ ‖ϕ‖C−

1,β
+ ‖θ1‖C−

1,β
,

тогда множество E превращается в полное линейное нормированное пространство.
Из сделанных предположений относительно свойств функций µ(σ), ϕ(σ), θ1(σ)

следует, что существуют и принадлежат классу C0,β функции µi(σ), i = 1, 2, 3.
Кроме того, используя нечетность функции Вейерштрасса, можно показать, что

µ1(−σ) = µ1(σ), µ2(−σ) = µ2(σ), µ3(−σ) = −µ3(σ). Таким образом, на множестве E1

элементов z = (µ0, µ1, µ2, µ3, µ4) естественно ввести метрику следующим образом:

‖z‖E1
= |µ0| + |µ4| + ‖µ1‖C+

1,β
+ ‖µ2‖C+

1,β
+ ‖µ3‖C−

1,β
.

Посредством функции q(ρ, k, ν) определенные выше операторы зависят также от

параметров ν = (ν1, ν2, ..., νn). В дальнейшем будем предполагать, что x = ν ∈
(n)

E , n-
мерном евклидовоу пространству. Система операторов Ai(x, y), i = 0, 1, 2, 3, 4, задает

некоторое отображение F (x, y) произведения пространств E×
(n)

E в пространство E1.
Очевидно, что гладкость оператора F (x, y) по переменным x и y будет определя-

ться гладкостью функции q(ρ, k, ν) по своим аргументам, и так как мы предполо-
жили, что функция q имеет, по крайней мере, вторую непрерывную производную
по своим аргументам, то легко показать, что существует сильный дифференциал
отображения F (x, y), совпадающий со слабым дифференциалом в некоторой окре-
стности тривиального решения, определенного ниже.
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2. Для уравнения
F (x, y) = 0 (14)

легко указать решения (тривиальные), зависящие только от ρ, что соответствует
тому, что функция ψ(x, y) = ψ(ρ). При этом будем предполагать, что значения
параметров, входящих в функцию q, фиксированы: x0 = ν0 = (ν0

1 , ν
0
2 , ..., ν

0
n). Гармо-

ническая функция, зависящая лишь от ρ, в некотором кольце плоскости z имеет вид
ψ = a ln ρ + b. Используя условия 1) и 2) задачи, получим, что ψ = ln ρ/ ln ρ0, где
ρ0 – радиус внутренней окружности, играющей роль кривой γ. Последнее условие
задачи дает уравнение для определения величины ρ0

f(ρ0) ≡ ρ0q(ρ0, 1/ρ0, ν
0) ln ρ0 + 1 = 0. (15)

В дальнейшем будем предполагать, что при выбранных значениях ν0 уравнение (15)
имеет корни. Замечая, что на тривиальном решении имеем τ = z, легко получить
тривиальное решение системы (14) y0 = (λ0, µ0, θ10, ϕ0, c0) = (q0,− ln q0, σ, σ, ρ0), где
q0 = q(ρ0, 1/ρ0, ν

0). Мы покажем, что полученное таким образом тривиальное реше-
ние y0 уравнения (14) можно непрерывно продолжить по параметрам ν = x, так что
функция y = y(x) удовлетворяет тождество F (x, y(x)) ≡ 0 и, кроме того, y(x0) = y0,
x0 = ν0. Для этого воспользуемся теоремой о неявных функциях в функциональ-
ных пространствах. Использование этой теоремы позволяет в случае необходимости
получать и некоторые приближенные решения, если только функция q обладает
достаточной гладкостью по своим аргументам.

3. Для того чтобы показать применимость этой теоремы в нашем случае, нужно
доказать, что при некоторых условиях линейный оператор F ′

y(x0, y0) имеет ограни-
ченный обратный.

Пусть компоненты оператора F ′
y(x0, y0) есть A′

iy(x0, y0), i = 0, 1, 2, 3, 4, и пусть
y = (∆λ, h, l, f,∆c), тогда

A′
iy(x0, y0) =

d

dt
Ai(λ0 + t∆λ, µ0 + th, θ10 + tl, ϕ0 + tf, c0 + t∆c, ν0)

∣

∣

t=0
,

где y0 – тривиальное решение, x0 – фиксированное значение параметров для кото-
рых подсчитано ρ0. Нам понадобятся еще функциональные производные от величин
ρ(θ1, ϕ, c) и ln q[ρ(θ1, ϕ, c), k(θ1, ϕ, c), ν

0]:

u(σ) =
d

dt
ρ(θ10 + tl, ϕ0 + tf, c0 + t∆c)|t=0 = ∆c+ ρ0

∫ σ

0
f(s)ds− ρ0

∫ σ

0
l(s)ds,

T (σ) =
d

dt
ln q[ρ(θ10 + tl, ϕ0 + tf, c0 + t∆c), k(θ10 + tl, ϕ0 + tf, c0 + t∆c), ν0]|t=0

=
q̄ρu(σ) − ρ−2

0 qku′′(σ)

q0
,
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причем под q̄ρ понимается полная производная функции q[ρ, dθ1

dσ (ρ2ϕ′2 + ρ′2)−1/2, ν]
по ρ.

Непосредственные вычисления показывают, что компоненты дифференциала Фре-
ше отображения F (x, y) в точке (x0, y0) имеют вид:

A′
1y(x0, y0)y ≡ 2Reie−iσ

∫ σ

0
eis[Sh(s) + S1T (s)]ds+

2

q0
(1 − cos σ)∆λ,

A′
2y(x0, y0)y ≡ 2ρ0u(σ) +

2ρ0∆λ

q0
cos σ − 2ρ2

0∆λ

q0(1 + ln ρ0)
− 2Reρ0e

−iσ[q0L
′(µ, θ1, ϕ, c)

+iρ0

∫ σ

0
eis[S0T (s)+S2h(s)−T (s)]ds], A′

3y(x0, y0)y ≡ f(σ)−Imρ−1
0 e−iσ[q0L

′(µ, θ1, ϕ, c)

+iρ0

∫ σ

0
eis[S0T (s) + S2h(s) − T (s)]ds] − ∆λ

ρ0q0
sinσ, A′

4y(x0, y0)y ≡ 2ρ0∆c− 2ρ0q0

×L′(µ, θ1, ϕ, c)+2ρ0∆λq−1
0 [1−ρ0(1+ln ρ0)−1], A′

0y(x0, y0)y ≡
∫ π

−π
[h(s)+T (s)]ds. (16)

3. Линеаризованная система
1. Теперь исследуем вопрос о разрешимости линейной неоднородной системы

F ′
y(x0, y0)y = z, (17)

где компоненты оператора F ′
y(x0, y0) даются выражениями (16) и z = (2πµ0, 2µ̃1(σ),

−2ρ0µ̃2(σ), ρ−1
0 µ̃3(σ),−2ρ0µ̃4) – любой фиксированный элемент пространства E1. Ока-

зывается, что введением функции

Φ0(τ) =
i

π

∫ π

−π
h(s)ζ(−i ln τ − s)ds− 2η(ρ0)µ0

π
ln τ +

i

π

∫ π

−π
T (s)[ζ(−i ln τ − s+ i ln ρ0)

−i(η(ρ0)π−1 ln ρ0 + 1/2)]ds, (18)

аналитической однозначной в кольце с наружным радиусом единица и внутренним
ρ0 в плоскости τ , систему (17) можно расщепить так, что после решения первых
трех уравнений из двух последних находятся значения f(σ) и ∆c. С помощью же
(18) первые три уравнения приводят к краевой задаче определения функции Φ0(τ)
и числа ∆λ:

Re i

∫ σ

0
(ei(s−σ)Φ+

0 + eis)ds+
∆λ

q0
(1 − cos σ) = µ̃1(σ) +

2η(ρ0)µ0

π
(1 − cos σ);

−u(σ) +Re

∫ ρ0eiσ

1
e−iσΦ0(τ)dτ − ∆λ

q0
cos σ +

ρ0∆λ

q0(1 + ln ρ0)
= −2η(ρ0)µ0

π
(ρ0 ln ρ0
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−ρ0 + cos σ) + µ̃2(σ), ρ0 6= e−1;
q̄ρu(σ) − q−2

0 qku
′′(σ)

q0
= −ReΦ+

0 (ρ0e
iσ) + µ0, (19)

где Φ+
0 (eis), Φ+

0 (ρ0e
is) – предельные значения Φ0(τ) на |τ | = 1, |τ | = ρ0. Функция

Φ0(τ) ищется в виде ряда Лорана:

Φ0(τ) =
∞

∑

n=−∞

(αn + iβn)τn. (20)

Из того факта, что функции h(σ) и T (σ) четные и Φ0(τ) можно представить в виде
(18), следует, что βn = 0, n = 0,±1,±2, .... Пусть

µ1(σ) = µ̃1(σ) +
2η(ρ0)

π
µ0(1 − cos σ) =

a0

2
+

∞
∑

n=1

an cosnσ,

тогда первое уравнение (19) эквивалентно системе

−α−1 + α0 +
∆λ

q0
=
a0

2
, −α−1

2
− α0 −

∞
∑

n=2

(

αn

1 + n
+

α−n

1 − n

)

− ∆λ

q0
= a1,

(−1)n2α−1

1 − n2
+

αn

1 + n
+

α−n

1 − n
= an, n = 2, 3, .... (21)

Из дифференциального уравнения, последнего соотношения в (19), найдем функцию
u(σ). Пусть, например, γ2 = −q̄ρ/ρ−2

0 qk. Общее решение этого дифференциального
уравнения C1 sin γσ + C2 cos γσ содержит две произвольные постоянные. Полагаем
C1 = 0, так как ищутся только четные решения. Подставим решение u(σ) во второе
соотношение (19), при этом член C2 cos γσ перенесем в правую часть, считая C2

известным. Ниже мы покажем, что величина C2 определяется по функциям µ̃1(σ),
µ̃2(σ). Если

µ2(σ) = µ̃2(σ)− 2η(ρ0)µ0

π
(ρ0 ln ρ0−ρ0 +cosσ)+

q0
qρ
µ0 +C2 cos γσ =

A0

2
+

∞
∑

n=1

An cosnσ,

то второе и третье уравнения из (19) эквивалентны системе

q0
qρ
α0 − α−1 + α0ρ0 +

ρ0∆λ

q0(1 + ln ρ0)
=
A0

2
; −q0(α1ρ0 + α−1ρ

−1
0 )

ρ−2
0 qk(γ2 − 1)

+ α−1 ln ρ0 −
α−1

2

+
α1ρ

2
0

2
−

∞
∑

n=−∞,n 6=−1

αn

1 + n
− ∆λ

q0
= A1; −q0(αnρ

n
0 + α−nρ

−n
0 )

ρ−2
0 qk(γ2 − n2)

+ α−1
(−1)n2

1 − n2

+
αnρ

1+n
0

1 + n
+
α−nρ

1−n
0

1 − n
= An, n = 2, 3, .... (22)
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Здесь предполагается, что γ2 не есть квадрат целого числа.
2. Заметим, что нас интересуют решения y системы (17), принадлежащие прост-

ранству E. В частности, функция h(σ) должна быть четной гельдеровой функцией.
Дифференцируя первое соотношение (19) по σ, получим

Re i Φ+
0 (eiσ) +Re

∫ σ

0
ei(s−σ)Φ+

0 (eis)ds+
∆λ

q0
sinσ = µ′1(σ). (23)

Если функция h(σ) = Re Φ+
0 (eiσ) четная, а потому 2π-периодическая, то и Im

Φ+
0 (eiσ) – 2π-периодическая функция. Но тогда из (23) получаем условие

µ′1(π) − µ′1(−π) = Re

∫ π

−π
eisΦ+

0 (eis)ds = −2πα−1, (24)

необходимое для разрешимости линейной задачи в классе 2π-периодических фун-
кций h(σ). Оказывается, что это условие и достаточно для 2π-периодичности и
гельдеровости функций h(σ), Φ+

0 (eiσ), если только Φ+
0 (eiσ) принадлежит классу Lp

с любым p > 1. Равенство (24) мы используем для нахождения коэффициента α−1.
Рассматривая совместно системы (21) и (22), получим выражения для коэффици-
ентов αn, n = 1,±2,±3, ..., если только отличны от нуля определители

∆n = − q0ρ
n
0

ρ−2
0 qk(γ2 − n2)

− (n− 1)q0ρ
−n
0

ρ−2
0 qk(γ2 − n2)(n+ 1)

+
ρ1+n
0

1 + n
− ρ1−n

0

1 + n
, n = 1, 2, ....

Коэффициент α0 и число ∆λ находятся из системы

α0 +
∆λ

q0
=
a0

2
+ α−1,

(

q0
q̄ρ

+ ρ0

)

α0 +
ρ0∆λ

q0(1 + ln ρ0)
=
A0

2
+ α−1 (25)

в предположении, что определитель

∆0 =
q0
q̄ρ

+ ρ0 −
ρ0

1 + ln ρ0
(26)

отличен от нуля.
3. Исследуя решения систем (21) и (22), можно показать, что при достаточно

больших n

αn − α−n = nan +
2α−1(−1)n

n
+O(an) +O(n−2), αnρ

n
0 − α−nρ

−n
0 =

n

ρ0
An

+
2α−1(−1)n

ρ0n
+O(An) +O(n−2), (27)

где

an = − 1

πn

∫ π

−π
µ′1(σ) sin nσdσ, An = − 1

πn

∫ π

−π
µ′2(σ) sin nσdσ.
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Аналогичное асимптотическое поведение имеют величины αn +α−n, αnρ
n
0 +α−nρ

−n
0 .

Но из (27) следует, что функции Φ+
0 (eiσ) и Φ+

0 (ρ0e
iσ) принадлежат классу Lp с лю-

бым p > 1. Поскольку условие (24) выполнено по самому способу выбора числа
α−1, то h(σ) = Re Φ+

0 (eiσ) является 2π-периодической функцией и удовлетворяет
условию Гельдера.

Дифференцируя второе соотношение (19), получим

−u′(σ) +Re [iρ0Φ+
0 (ρ0e

iσ) − ie−iσ

∫ ρ0eiσ

1
Φ0(τ)dτ ] = µ̃′2(σ) +

2η(ρ0)µ0

π
sinσ. (28)

Используя асимптотические оценки, легко убедиться, что u′(σ) удовлетворяет усло-
вию Гельдера, но тогда из (28) следует гельдеровость Im Φ+

0 (ρ0e
iσ). Рассуждая, как

и выше, получим необходимые и достаточные условия 2π-периодичности и гельдеро-
вости функции Φ+

0 (ρ0e
iσ) в виде

−u′(π) + u′(−π) − 2πα−1 = µ̃′2(π) − µ̃′2(−π). (29)

Так как
−u′(π) + u′(−π) = 2C2γ sin γπ,

причем γ не равно целому числу, то условие (29) перепишется как

2C2γ sin γπ − 2πα−1 = µ̃′2(π) − µ̃′2(−π). (30)

Условие (30) удовлетворим выбором числа C2, после чего определится функция
µ2(σ).

Следовательно, решая уравнения (19), можно однозначно определить функции
h(σ) ∈ C0,α, u(σ) ∈ C2,α, Φ0(τ) ∈ Hα и число ∆λ, если только выполняются все
ранее приведенные условия. Обращаясь к двум последним уравнениям системы (17),
найдем из них функцию f(σ) ∈ C1,α и число ∆c.

Аналогичные исследования можно провести и в случае γ = 0, γ2 есть квадрат
целого числа, а также при ρ0 = e−1.

Собирая все сделанные ранее предположения, сформулируем полученные в этом
параграфе результаты в виде леммы.

Лемма. Предположим, что заданная функция q(ρ, k, ν) дважды непрерывно
дифференцируема по своим аргументам и положительна, причем уравнение (15)
имеет корень 0 < ρ0 < 1, ρ0 6= e−1. Пусть на указанном корне qk(ρ0, 1/ρ0, ν

0),
q̄ρ(ρ0, 1/ρ0, ν

0) отличны от нуля, а величина γ2 = −q̄ρ(ρ0, 1/ρ0, ν
0)/ρ−2

0 qk(ρ0, 1/ρ0, ν
0)

не есть квадрат целого числа и пусть, кроме того, выполняются условия

∆0 6= 0,∆n 6= 0, n = 1, 2, ..., (31)
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тогда система (17), где правая часть есть заданный элемент пространства E1, одно-
значно разрешима, причем решение y = (∆λ, h(σ), l(σ), f(σ),∆c) есть элемент прост-
ранства E. Соответствующая однородная система имеет только тривиальное реше-
ние. В случае ρ0 = e−1 или q̄ρ(ρ0, 1/ρ0, ν

0) = 0 достаточно выполнения только вто-
рого из условий (31). Если же γ2- квадрат целого числа, соответствующее условие
из (31) при n = γ заменяется условием вида

ργ
0 +

γ − 1

γ + 1
ρ−γ
0 6= 0,

которое имеет место для всех 0 < ρ0 < 1.
4. Теорема о продолжении решений. Капиллярно-гравитационные вол-

ны
1. В условиях сформулированной выше леммы можно утверждать, что отображе-

ние F (x, y) пространства E×
(n)

E в E1 обладает всеми свойствами, достаточными для
применения теоремы о неявных функциях в функциональных пространствах. Это
означает, что для системы операторов

Ai(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν), i = 0, 1, 2, 3, 4,

единственным образом определяются функции

λ = λ(ν), µ = µ(s, ν), θ1 = θ1(s, ν), ϕ = ϕ(s, ν), c = c(ν), (32)

удовлетворяющие условиям

λ0 = λ(ν0), µ(s, ν0) = − ln q(ρ0, 1/ρ0, ν
0), θ1(s, ν0) = s, ϕ(s, ν0) = s, c(ν0) = ρ0,

Ai(λ(ν), µ(s, ν), θ1(s, ν), ϕ(s, ν), c(ν), ν) = 0

на сегменте [−π, π] по s и в некоторой окрестности точки ν0 по параметрам ν =
(ν1, ν2, ..., νn). Функции (32) имеют по крайней мере первые непрерывные произво-
дные по всем параметрам ν1, ν2, ..., νn.

Чтобы доказать, что исходная задача (1)-(3) имеет решение, нужно еще убеди-
ться в том, что функция

z(τ, ν) = λ(ν)

∫ τ

1
exp{F (t, ν)}dt + 1 (33)

дает однолистное отображение плоскости τ на плоскость z, где функция F (t, ν)
строится по найденным граничным значениям:

Re F (t, ν) = µ(s, ν) при |τ | = 1,
Re F (t, ν) = − ln q[ρ(s, ν), k(s, ν), ν] при |τ | = r(ν).
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Производная функции (33) равна λ(ν) exp{F (t, ν)} и отлична от нуля в замкнутом
кольце в некоторой окрестности точки ν0. Таким образом, отображение (33) локаль-
но однолистно. Кроме того, можно показать, что оно однозначно. По способу по-
строения функции z(τ, ν) имеем |z+(eiσ , ν)| = 1, т.е. z+(eiσ , ν) = exp{iα(σ, ν)}. Найдя
функцию α(σ, ν) из (33), получим α(−π, ν) = −π, α(π, ν) = π и |∂α(σ, ν)/∂σ| > 0, так
что окружность |τ | = 1 взаимно однозначно отображается на окружность |z| = 1. Из
свойств функции F (t, ν) следует, что arg z+(reiπ) = − arg z+(re−iπ) = π, и посколь-
ку на тривиальном решении ∂ϕ(σ, ν0)/∂σ = 1, то и в некоторой окрестности точки
ν0 имеем ∂ϕ(σ, ν)/∂σ > 0. Отсюда следует взаимная однозначность отображения
окружности |τ | = r(ν) на некоторую замкнутую кривую в плоскости z. Из локаль-
ной однолистности и взаимно одназначного соответствия границ следует глобальная
однолистность отображения (33). Таким образом, доказана

Теорема 1. В условиях леммы сформулированная в первом параграфе задача
(1)-(3) имеет n-параметрическое семейство решений.

2. Рассмотрим капиллярно-гравитационные волны в плоском канале постоянной
конечной глубины. Пусть течение рассматривается в плоскости ζ = ξ + iη. Закон
Бернулли на свободной поверхности с учетом поверхностного натяжения имеет вид

|grad ψ|2 =
C0 − 2gη + 2αk

C2
1

, (34)

где C0 – постоянная Бернулли, g – гравитационная постоянная, α – коэффициент
поверхностного натяжения, k – кривизна свободной поверхности, C1 – расход. С
помощью отображения z = exp{2iπζ/l} область, занятая одной волной длины l в
плоскости течения, отображается в область Gz рассматриваемого вида. В силу кон-
формной инвариантности задачи о капиллярногравитационных волнах после такого
преобразования приходим к задаче 1)-3), причем условие 3) имеет вид

|grad ψ| =
l

2πρC1
[C0+glπ−1 ln ρ+ 4παρ

l
dθ1

dσ (ρ2ϕ′2+ρ′2)−1/2+ 4παρ
l

ϕ′(3ρ′2−ρ2ϕ′2)

(ρ2ϕ′2+ρ′2)3/2 ]1/2. (35)

Входящие в формулу (35) постоянные C0, C1, l будем рассматривать, как некоторые
числовые параметры ν1 = C0, ν2 = l, ν3 = C1, величины g, α- заданные физические
константы.

Уравнение (15) в этом случае запишется в виде

l

2πC1

(

C0 +
gl

2π
ln ρ0

)

ln ρ0 + 1 = 0. (36)

Пусть для некоторых ν1 = ν0
1 , ν2 = ν0

2 , ν3 = ν0
3 уравнение (36) имеет корень ρ0.

Заметим, что вид функции (35) несколько отличается от того, что мы требовали в
постановке задачи 1)-3), однако непосредственными вычислениями легко показать,
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что функциональная производная функции (35) имеет точно такой же вид, как и
T (σ). При этом

q0 =
l0

2πρ0C
0
1

(

C0
0 +

gl0 ln ρ0

π

)1/2

, q̄ρ =
l0

2πρ2
0C

0
1

gl0

2π − C0
0 − gl0 ln ρ0

π
(

C0
0 + gl0 ln ρ0

π

)1/2
,

−ρ2
0qk = − α

C0
1ρ

2
0

(

C0
0 +

gl0 ln ρ0

π

)−1/2

. (37)

Используя величины (37), легко получить, что условия (31) леммы нарушаются при
выполнении одного из равенств

V 2 = gh, V 2
n =

(

2πn
α

l0
+

gl0

2nπ

)

tanh
2πh

l0
n, n = 1, 2, ..., (38)

где V - скорость невозмущенного потока, h- глубина, так что C0
1 = V h. Указанные

значения скоростей, соответствующие спектру линейной задачи, являются в некото-
ром смысле критическими, что будет выяснено в следующем параграфе. Применяя
теорему 1 в данном случае, получим.

Следствие. В условиях леммы задача о капиллярно-гравитационных волнах име-
ет трехпараметрическое семейство решений.

Замечание. Можно показать, что решения, существование которых утвержда-
ет теорема 1, геометрически тривиальны, поскольку функция ρ = ρ(σ, ν1, ν2, ..., νn),
описывающая свободную поверхность, не зависит фактически от параметра σ. Это
утверждение следует из единственности решения, получаемого с помощью теоре-
мы о неявных функциях в функциональных пространствах, и гладкости функции
q относительно своих аргументов. Таким образом, геометрически нетривиальные
решения исходной задачи, близкие к тривиальному при малых отклонениях пара-
метров ν от начальных значений, могут получаться только при "спектральных"
значениях начальных параметров, т.е. когда нарушаются некоторые из условий (31).

5. Теоремы о ветвлении решений
1. Выше было показано, что если выполняются условия (31) леммы, то уравнение

F (x, y) = 0 имеет решение y = y(x), которое является продолжением тривиального
решения y0, так что y(x0) = y0. Теперь мы остановимся на случае, когда наруша-
ется первое из условия (31), а остальные имеют место, и рассмотрим возможность
продолжения тривиального решения по параметрам.

Пусть
q0

q̄ρ
+ ρ0 −

ρ0

1 + ln ρ0
= 0, ρ0 6= e−1, ∆n 6= 0, n = 1, 2, ..., (39)

причем величина ρ0 находится из (15) при некоторых фиксированных значениях
параметров ν0. Тогда линейная однородная система (17) имеет нетривиальное ре-
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шение. Поскольку в этом случае, как это следует из (25),

Φ0(τ) = −∆λ

q0
,

то

h(σ) = −∆λ

q0
, u(σ) =

∆λ

q̄ρ
, f(σ) = 0, l(σ) = 0, ∆c =

∆λ

q̄ρ
(40)

и величина ∆λ может быть выбрана произвольно. Таким образом, существует одно-
мерное пространство решений однородного уравнения (17); в качестве базиса этого
пространства может быть выбран вектор

ϕ = (λ, µ, θ1, ϕ, c) = (1,−1/q0, 0, 0, 1/q̄ρ). (41)

Обращаясь снова к (25), легко видеть, что неоднородная система (17) имеет ре-
шение тогда и только тогда, когда выполняется условие

a0ρ0

2(1 + ln ρ0)
− A0

2
+ α−1

(

ρ0

1 + ln ρ0
− 1

)

= 0. (42)

Исходя из определения величин a0, A0, α−1, условие (42) можно переписать в тер-
минах правой части уравнения (17):

− ρ0

1 + ln ρ0

(

1

2π

∫ π

−π
µ̃1(σ)dσ +

2η(ρ0)µ0

π

)

+
1

2π

∫ π

−π
µ̃2(σ)dσ − 2η(ρ0)µ0

π
(ρ0 ln ρ0 − ρ0)

+µ0
q0
q̄0

+
µ̃′2(π) − µ̃′2(−π)

2πγ2
− µ̃′1(π) − µ̃′1(−π)

2πγ2
+
µ̃′1(π) − µ̃′1(−π)

2π
(ρ0[1 + ln ρ0]−1 − 1) = 0.

Обозначим через 〈p, q〉 значение линейного ограниченного функционала q ∈ S∗ на
векторе p ∈ S (S- банахово пространство и S∗- пространство, сопряженное с S),
тогда условие (42) можно записать в виде

〈z, ψ〉 = 0, (43)

ψ ∈ E∗
1 , z ∈ E1, причем ψ определено левой частью написанного выше равенства.

Таким образом, в рассматриваемом случае оператор F ′
y(x0, y0) нормально ра-

зрешим в смысле Хаусдорфа, причем подпространство нулей E(1) ∈ E оператора
F ′

y(x0, y0) и подпространство нулей сопряженного с ним оператора E(1) ∈ E имеют
размерности n = 1 и m = 1 соответственно.

Далее будем предполагать аналитичность функции q(ρ, k, ν) по всем аргумен-
там. Нетрудно убедиться, что тогда оператор F (x, y) разлагается в ряд Тейлора в
некоторой окрестности точки (x0, y0).

Значения параметров x, при которых выполняется условие (39), естественно на-
зывать спектральными значениями. Вопрос о продолжении тривиального решения
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уравнения (14) по параметрам в случае спектральных значений сводится к постро-
ению и исследованию так называемого уравнения разветвления (см. [5], §3).

2. Положим x− x0 = h, y − y0 = g. Уравнению (14) можно придать вид

Bg = L(h, g),

где B = −F ′
y(x0, y0) и L(h, g) = O(‖h‖) + O(‖h‖ + ‖g‖). По теореме Хана-Банаха в

пространстве E∗ существует вектор γ, такой что 〈ϕ, γ〉 = 1, где ϕ- вектор из (41), и
элемент z ∈ E1, такой, что 〈z, ψ〉 = 1, где ψ ∈ E∗

1 - построенный выше функционал.
Линейный оператор Q = 〈·, γ〉 ϕ является оператором проектирования из E в E(1)

и приводит к разложению пространства E в прямую сумму E = E(1) + E1,(∞−1).
Аналогично оператор P =< ·, ψ > z является оператором проектирования из E1 в
E(1) и приводит к разложению пространства E1 в прямую сумму E1 = E(1)+E1,(∞−1).

Оператор B̃ из E(∞−1) в E(∞−1), совпадающий с B на E(∞−1), отображает взаимно
однозначно E(∞−1) на E1,(∞−1), что является следствием нормальной разрешимости
оператора F ′

y(x0, y0), и потому по теореме Банаха имеет ограниченный обратный

оператор B̃−1.
По лемме Шмидта при n = m = 1 оператор

B̂ = B − 〈·, γ〉z

имеет ограниченный обратный

B̂−1 = B̃−1 − 〈·, ψ〉B̃−1z − 〈·, ψ〉ϕ. (44)

Пусть g = g(h, ξ)- решение уравнения

B̂g = L(h, g) − ξz, ξ = 〈g, γ〉,

причем ξ рассматривается как параметр. Подставляя найденное решение в выраже-
ние для ξ, получим

ξ = 〈g(h, ξ), γ〉
– уравнение разветвления Ляпунова-Шмидта. Отсюда следует, что уравнение (14)
имеет столько же решений, сколько решений ξ = ξ(h), таких, что ξ(h) → 0 при
h → 0, имеет уравнение разветвления. Пусть h = ζh1, где h1- произвольный нену-

левой вектор из пространства
(n)

E . Уравнение разветвления в случае аналитичности
оператора F (x, y) можно записать еще в виде

∞
∑

k=2

Lk0ξ
k +

∞
∑

k=0

ξk
∞

∑

l=1

Lklζ
l = 0, (45)

где Lkl- некоторые функционалы на векторе h1:

L01 = 〈F01h1, ψ〉, L02 = 〈F02h
2
1 + 2F11(ΓF01h1)h1 + F20(ΓF01h1)2, ψ〉,
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L11 = 2〈F11ϕ+ F20(ϕΓF01)h1, ψ〉, L20 = 〈F20ϕ
2, ψ〉, ..., Frs =

1

(r + s)!

∂F r+s(x0, y0)

∂xs∂yr
,

(46)
через Γ обозначен оператор B̂−1.

3. Предположим, что уравнение (45) имеет действительное решение ξ = ξ(ζ),
разлагающееся в ряд по целым степеням ζ и стремящееся к нулю вместе с ζ → 0.
Тогда уравнение (14) имеет решение y = y(ζ), причем y(ζ) → y0 при ζ → 0. Беря
полную производную от тождества F (x(ζ), y(ζ)) ≡ 0 по ζ и полагая затем ζ = 0,
получим By′ζ = F01h1. Поскольку это уравнение имеет решение (относительно y′ζ),
необходимо, чтобы выполнялось условие

L01 = 〈F01h1, ψ〉 = 0. (47)

Пусть h1 = (h11, h12, ..., h1n) и m01 =
∑n

i=1 qνi(ρ0, ρ
−1, ν0)h1i/q0. Как показывают

вычисления, получим

〈F01h1, ψ〉 = −m01(ρ0 − q0q̄
−1
ρ + 2η(ρ0)π−1ρ0 ln ρ0). (48)

Если выражение в скобках равно нулю, то (47) выполняется при любом векторе h1.
Однако из

ρ0 − q0q̄
−1
ρ + 2η(ρ0)π−1ρ0 ln ρ0 = 0

и равенства (39) следует, что ρ0 должно удовлетворять уравнению

T (ρ0) ≡ 2η(ρ0) + π(1 + 2 ln ρ0)(ln ρ0[1 + ln ρ0])−1 = 0,

η(ρ0) =
π

12

[

1 − 24
∞
∑

n=1

ρ2n
0

(1 − ρ2n
0 )2

]

. (49)

Уравнение (49) можно рассматривать как дополнительное условие, которое вместе
с (39) и (15) выделяют из пространства параметров ν ту область начальных зна-
чений, начиная из которой можно получить продолжение тривиального решения в
спектральном случае. Исследование уравнения (49) показывает, что оно имеет два

действительных корня ρ
(1)
0 и ρ

(2)
0 .

Обозначим

S =
q0q̄ρρ − q̄2ρ

q̄2ρ
. (50)

Вычисляя значение первого коэффициента уравнения разветвления, получим

L20 =
1

2
[−5ρ0q

−2
0 (1 + ln ρ0)−1 + 2(ρ0 + ρ−1

0 )q−2
0 − ρ−1

0 q̄−2
ρ + ρ0q

−2
0 (1 + ln ρ0)−2(1− ln2 ρ0

×(1 + ln ρ0)−1)] − Sρ0 ln ρ0(2q20π)−1T (ρ0), (51)
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причем последнее слагаемое равно нулю, если выполняется (49). Пусть ρ0 обозначает
один из корней (49). Поскольку из (39) можно найти q0q̄

−1
ρ на этих значениях, а q0-

из (15), то определится величина q̄ρ, так что независимо от вида функции q(ρ, k, ν)
можно вычислить левую часть (51). Оказывается, что значение этого функционала
отлично от нуля на обоих корнях. Но это означает, что уравнение разветвления в
некоторой окрестности точки ξ = 0, ζ = 0 имеет два корня относительно ξ, стре-
мящихся к нулю при ζ → 0. Однако, так как нас интересуют только вещественные
решения ξ = ξ(ζ), то для выяснения этого вопроса необходимо найти следующие ко-
эффициенты уравнения разветвления. Опуская громоздкие вычисления, запишем,
что

L11 = m01f1(ρ0, γ), L02 = m2
01f2(ρ0, γ),  L20 = f3(ρ0),

где f1(ρ0, γ), f2(ρ0, γ)- некоторые функции γ, если под ρ0 понимается ρ
(1)
0 или ρ

(2)
0 .

Уравнение разветвления перепишем в виде

f3(ρ0)ξ2 +m01f1(ρ0, γ)ξζ +m2
01f2(ρ0, γ)ζ2 + ... = 0,

где многоточие заменяет члены высших порядков. Дискриминант этого трехчлена

m2
01(f2

1 (ρ0, γ) − 4f2(ρ0, γ)f3(ρ0))

положителен как для ρ1
0, так и для ρ2

0 при достаточно малых значениях γ. Отсюда
следует, что уравнение разветвления в этом случае имеет два различных действи-
тельных решения ξ = ξ(ζ), таких, что ξ → 0 при ζ → 0. Из сказанного вытекает

Теорема 2. Пусть ρ = ρ0 вместе с начальными значениями параметров ν0 =
(ν0

1 , ν
0
2 , ..., ν

0
n) удовлетворяют уравнениям (15), (39), (47), а функция q(ρ, k, ν) поло-

жительна и аналитическая по своим аргументам. Если 0 <
∑n

i=1 q
2
νi

(ρ0, ρ
−1
0 , ν0), то

система Ai(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν) = 0, i = 0, 1, 2, 3, 4, имеет два действительных различных

n- параметрических семейства решений
(k)
y = (

(k)

λ ,
(k)
µ ,

(k)

θ 1,
(k)
ϕ ,

(k)
c ), k = 1, 2; эти ре-

шения определены в некоторой окрестности точки ν0 при достаточно малых γ, вне
плоскости m01 = 0 и при ν → ν0 стремятся к тривиальному решению.

4. Обратимся к случаю, когда равенство (47) удовлетворяется за счет m01 = 0.
В этом случае получим следующие значения коэффициентов разветвления:

L02 = −V0ρ0 ln ρ0

2π
T (ρ0), V0 =

n
∑

i,j=1

qνiνj

q0
h1ih1j , L11 = − t01ρ0 ln ρ0

q̄ρπ
T (ρ0),

t01 =
∑

i=1

q̄ρνi

q0
h1i, L20 = f3(ρ0) − Sρ0 ln ρ0

2q20π
T (ρ0).

Пусть L20, L11, L02 при некоторых значениях ρ0, ν
0 отличны от нуля. Как и выше,

наличие действительных корней уравнения разветвления связано со знаком дискри-
минанта

∆ = L2
11 − 4L02L20 =

ρ2
0 ln2 ρ0

π2
T 2(ρ0)[−SV0q

−2
0 + t201q̄

−2
ρ ] + V0π

−1ρ0 ln ρ0T (ρ0)f3(ρ0).
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Теорема 3. Пусть при некоторых значениях ρ0 и ν0 удовлетворяются уравнения
(15) и (39) и функция q(ρ, k, ν) положительна и аналитическая по своим аргументам.
Если m01 = 0 и ∆ > 0, то система Ai(λ, µ, θ1, ϕ, c, ν) = 0, i = 0, 1, 2, 3, 4, имеет два
действительных различных (n−1)- параметрических семейства решений. Эти реше-
ния определены в некоторой окрестности точки ν0 в плоскости m01 = 0 и стремятся
к тривиальному при ν → ν0.

Отметим, что коэффициенты L11, L02 являются функционалами над вектором
h1, поэтому условие ∆ > 0 накладывает дальнейшие ограничения на область суще-
ствования решений как функций от параметров.

В связи с теоремой 3 рассмотрим пример капиллярно-гравитационных волн.
Исходя из вида функции (35), получим

q0q̄ρρ − q̄2ρ
q20

=
1

ρ2
0

[1− l0(2πh)−1 − (l0)2(2π2h2)−1], t01 = l0(hπρ0)−1[3l1(2l0)−1 −C1
1/C

0
1 ],

V0 = −3
(

l1

l0
− C1

1

C0
1

)(

l1

l0
− C1

1

3C0
1

)

, m01 = −C1
1

C0
1

+ − C1
0

2gh ,
l0

h
= − 2π

ln ρ0
, C0

1 = gh3, (52)

где введены обозначения: ν0 = (l0, C0
0 , C

0
1 ), h1 = (l1, C1

0 , C
1
1 ). Глубину невозмущенно-

го потока естественно считать заданной величиной. Из (52) следует, что величина
S становится отрицательной, начиная с некоторого l0/h. Пусть D- часть плоскости
параметров l1, C1

1 , в которой V0 > 0, t01 6= 0. Исходя из свойств функции T (ρ0), не-
трудно показать, что при ρ0 → 1 знак дискриминанта ∆ будет определяться знаком
выражения

t201
q̄2ρ

− SV0

q20
.

Отсюда и из теоремы 3 получаем
Следствие. Существуют два различных действительных двухпараметрических

семейства решений задачи о плоских капиллярно-гравитационных волнах, если толь-
ко величина l0/h достаточно велика. Эти решения определены в области D и стре-
мятся к тривиальному при l1 → 0, C1

1 → 0.
Это означает, что при скорости течения, близкой к критической,

√
gh, существу-

ет сколь угодно большой длины капиллярно-гравитационные волны. Аналогичное
утверждение для гравитационных волн было доказано У. Литтменом [7].
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ОБ ОДНОЙ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧЕ СО СВОБОДНОЙ
ПОВЕРХНОСТЬЮ

Укр. мат. журнал–1973,–25№3

1. Пусть Γ– единичная окружность на плоскости z = x + iy. Требуется опреде-
лить двухсвязную область Gz(t), изменяющуюся во времени, ограниченную кривой
Γ и некоторой неизвестной простой замкнутой кривой γ(t), так, чтобы выполнялись
условия:

1) внутри Gz(t) существует дважды непрерывно дифференцируемая функция
ϕ(x, y, t), удовлетворяющая уравнению ϕxx + ϕyy = 0, и непрерывная вплоть до
границы вместе со своими производными;

2) на Γ выполняется условия обтекания: ∂ϕ
∂n = 0;

3) на неизвестной границе γ(t) имеет место интеграл Коши:

∂ϕ

∂t
+

1

2
|∇ϕ|2 − q(x, y, t) = 0,

где q(x, y, t)– заданная аналитическая функция своих аргументов;
4) пусть F (x, y, t) определяет искомую линию γ(t). Тогда должно выполняться

условие
∂F

∂t
+
∂F

∂x

∂ϕ

∂x
+
∂F

∂y

∂ϕ

∂y
= 0,

так называемое кинематическое условие на свободной границе;
5) в начальный момент времени t = 0 заданы значения потенциала ϕ(x, y, 0) =

ϕ0(x, y) и кривая γ(0) = γ0.
Как известно, в каждый момент времени кольцо Gz(t) можно конформно ото-

бразить на круговое кольцо в некоторой плоскости τ , и это отображение определено
единственным образом, если задать, например,соответствие точек z = 1 и τ = 1.
Таким образом, возникает отображающая функция τ(z, t). Пусть z(τ, t)- обратная к
ней функция, которая отображает круговое кольцо Gρ(t), ρ(t) ≤ |τ | ≤ 1, на область
Gz(t). Функция ρ(t)– конформный радиус области Gz(t) – должна находиться в про-
цессе решения задачи.

Пусть начальная кривая γ0 такова, что начало координат в плоскости z распо-
ложено вне области Gz(0). Будем искать функцию z(τ, t) в виде z(τ, t) = τeF (τ,t), где
F (τ, t)– однозначная аналитическая по τ при каждом t функция с той же областью
определения, что и у функции z(τ, t).
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Вместе с потенциалом ϕ(x, y, t) рассмотрим гармонически сопряженную ему фун-
кцию тока ψ(x, y, t) и построим аналитическую функцию χ(z, t) = ϕ + iψ, вооб-
ще говоря, неоднозначную. Под X(τ, t) будем понимать результат суперпозиции
X(z(τ, t), t). В терминах аналитических функций F (τ, t) и X(τ, t) исходную зада-
чу можно переформулировать следующим образом.

Внутри кольца Gρ(t) требуется определить аналитические функции F (τ, t) и X(τ,
t) и вещественную функцию ρ(t) по следующим условиям:

Re

(

−1 + i
∂F+

∂σ

)(

∂F

∂t

)+

= −ρ−2e−2ReF+

Im
∂X+

∂σ
+
ρ′

ρ

∣

∣

∣

∣

−1 + i
∂F+

∂σ

∣

∣

∣

∣

2

на |τ | = ρ(t),

(1)

Re

(

∂X

∂t

)+

−Re
∂X+

∂σ

(

∂F
∂t

)+

i+ ∂F+

∂σ

+
1

2

∣

∣

∣

∣

∂X+

∂σ

∣

∣

∣

∣

2
ρ−2e−2ReF+

∣

∣

∣
i+ ∂F+

∂σ

∣

∣

∣

2

−q(Re ρ eiσ+F+

, Im Re ρ eiσ+F+

, t) на |τ | = ρ(t), (2)

Re F+ = 0, F (1, t) = 0 на |τ | = 1, (3)

Im X+ = 0 на |τ | = 1, (4)

где F+, например, означает предельное значение функции F (τ, t) на границе области
Gρ(t). Функцию X(τ, t) можно представить в виде

X(τ, t) = X0(τ, t) + ia0 ln τ, (5)

где X0(τ, t)– однозначная аналитическая функция в Gρ(t), а коэффициент a0– посто-
янная величина, определяемая через начальные условия. Постоянство a0 следует
из известной в гидродинамике теоремы Томпсона. Подставляя (5) в (1)-(4), полу-
чим условия для определения однозначных аналитических в Gρ(t) функций F (τ, t)
и X0(τ, t), которые при t = 0 принимают значения F (τ, 0), X0(τ, 0).

2. Рассмотрим две такие краевые задачи:

Re F+(ρ(t)eiσ , t) = µ(σ, t), Re F+(eiσ , t) = 0, F+(1, t) = 0; (6)

Re X+
0 (ρ(t)eiσ , t) = λ(σ, t), Im X+

0 (eiσ , t) = 0 (7)

для однозначных аналитических по τ при каждом t функций F (τ, t) и X0(τ, t), пред-
полагая, что µ(σ, t) и λ(σ, t)– заданные достаточно гладкие по обоим аргументам
функции, 2π−периодические по σ. Решение задачи Дирихле (6) и смешанной зада-
чи (7) в кольце Gρ(t) можно представить в виде:

F (τ, t) =
1

2π

∫ 2π

0
µ(s, t)L0(τ, ρ, s)ds + iC (8)
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и

X0(τ, t) =
1

2π

∫ 2π

0
λ(s, t)Lπ/2(τ, ρ, s)ds (9)

соответственно, где L0(τ, ρ, s), Lπ/2(τ, ρ, s)– вполне определенные ядра, C– веще-
ственная постоянная, которую можно определить из условия нормировки

C =
1

2iπ

∫ 2π

0
µ(s, t)L0(1, ρ, s)ds. (10)

При этом функция X0(τ, t) однозначна, а необходимое и достаточное условие одно-
значности функции F (τ, t) содержится в равенстве

∫ 2π

0
µ(s, t)ds = 0. (11)

Введем обозначения

Sκ(u, ρ) = −
cot κ

2π

∫ 2π

0
u(s, t)ds + Su+R(u, ρ, κ),

S0(u, ρ) = Su+R(u, ρ, 0), Sπ/2(u, ρ) = Su+R(u, ρ, π/2),

R(u, ρ, κ) = −
2

π

∫ 2π

0
u(s)

∞
∑

k=1

ρ2k

1 − 2ρ2k cos 2κ+ ρ4k
[sink(σ − s)(cos 2κ− ρ2k)

− cosk(σ − s) sin 2κ]ds, Su =
1

2π

∫ 2π

0
u(s) cot

s− σ

2
ds,

тогда F (ρ(t)eiσ , t) = µ(σ, t) + iS0(µ, ρ) + iC, X0(ρ(t)e
iσ , t) = λ(σ, t) + iSπ/2(λ, ρ).

Если к условию (1) добавить следующее из (3) условие:

Re

(

∂F

∂t

)+

= 0 на |τ | = 1, (12)

то для определения аналитической по τ функции Ft(τ, t) в кольце Gρ(t) также по-
лучим задачу Гильберта. Вследствие сделанных предположений эта задача имеет
нулевой индекс для достаточно малых значений t. Задача (1), (12) можно решить,
как обычно, последовательно решая две задачи Дирихле в той же области. Если за-
тем воспользоваться формулами Сохоцкого, то для предельных значений искомой
функции на границе получим следующее выражение:

Ft(ρ(t) = eiσ, t)eif−S0(f,ρ)[p+ iSκ(f)(p, ρ)], (13)

где

f = − arctg
µσ

1 + S0(µσ, ρ)
, f1 = eS0(f,ρ)[µ2

σ + (1 + S0(µσ, ρ))
2]1/2, f2 = −ρ−2e−2µf−1

1
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×Sπ/2(λσ, ρ)e
2S0(f,ρ), κ(f) =

1

2π

∫ 2π

0
fds, p = f2 +

ρ′

ρ
f1.

Отсюда следует, что

µt = e−S0(f,ρ)(f2 cos f − Sκ(f)(f2, ρ) sin f) −
ρ′

ρ
(1 + e−S0(f,ρ)Sκ(f)(f1, ρ) sin f)). (14)

Из условия (2) имеем

λt = −
(λσ − a0)Sκ(f)(f2, ρ)

f1
+

1

2

(Sπ/2(λσ, ρ))
2 − (λσ − a0)

2

ρ2e2µf1
e−S0(f,ρ) + q(Reρ(t)

×eiσ+µ+iS0(µ,ρ)+iC , Imρ(t)eiσ+µ+iS0(µ,ρ)+iC , t) +
ρ′

ρ

(

Sπ

2
(λσ, ρ) −

λσ − a0

f1
Sκ(f)(f1, ρ)

)

.

(15)
И, наконец, условие (11) позволяет найти величину ρ′:

ρ′ = ρ

∫ 2π
0 e−S0(f,ρ)(f2 cos f − Sκ(f)(f2, ρ) sin f)ds

∫ 2π
0 (1 + e−S0(f,ρ)Sκ(f)(f1, ρ) sin f)ds

. (16)

Таким образом, исходная задача эквивалентна задаче определения функций µ(σ, t)
λ(σ, t), ρ(t), удовлетворяющих интегро-дифференциальным уравнениям (14)-(16) и
начальным условиям

µ(σ, 0) = µ0(σ), λ(σ, 0) = λ0(σ), ρ(0) = ρ0. (17)

Заметим, что после исключения величины ρ′ из правых частей (14) и (15) получаем
"нормальную"форму задачи Коши.

3. Воспользуемся заменой

µ(σ, t) = µ̄(σ, t) + µ0(σ), λ(σ, t) = λ̄(σ, t) + λ0(σ), ρ(t) = ρ̄(t) + ρ0,

и для функций µ̄(σ, t), λ̄(σ, t), ρ̄(t) получим задачу Коши с нулевыми начальными
условиями. Предположим, что функция µ0(σ), λ0(σ)- аналитические и 2π− перио-
дические, 0 < ρ0 < 1, и начальная точка (µ0, λ0, ρ0) такова, что

µ2
0σ + (1 + S0(µ0σ, ρ0))

2 6= 0,

∫ 2π

0
(1 + e−S0(f0,ρ0)Sκ(f0)(f10, ρ0) sin f0)ds 6= 0, (18)

κ(f0) 6= 0,

где f0 = − arctan µ0σ

1+S0(µ0σ ,ρ0) , f10 = eS0(f0,ρ0)[µ2
0σ + (1 + S0(µ0σ, ρ0))

2]1/2.
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В этом случае решение задачи Коши ищется в виде

µ̄(σ, t) =

∞
∑

n=0

tn

n!
µ(n)(σ), λ̄(σ, t) =

∞
∑

n=0

tn

n!
λ(n)(σ), ρ̄(t) =

∞
∑

n=0

tn

n!
ρ(n). (19)

При выполнении условий (18), разлагая в ряды по t правые части уравнений, полу-
чим рекуррентные соотношения, однозначно определяющие величину U (n) = (µ(n),
λ(n), ρ(n)), U0 = (0, 0, 0), U (n) = U (n)(U (0), ..., U (n−1)), причем λ(n), µ(n)− аналити-
ческие и 2π-периодические функции. Для доказательства сходимости рядов (19)
вводятся формальные нормы

‖u‖r,α =

∞
∑

n=0

rn

n!

∥

∥

∥

∥

∂nu

∂σn

∥

∥

∥

∥

α

, (20)

где под ‖ · ‖α понимается норма функций в пространстве непрерывных по Гельдеру
функций с показателем 0 < α < 1, определенных на (0, 2π) и 2π-периодических, и
строятся аналитические мажоранты аналогично тому, как это делается в [1]. Суще-
ственным фактом при этом является возможность оценки ‖Suσ‖r,α ≪ C(α) ∂

∂r‖u‖r,α,
которая следует из оценки сингулярного оператора с ядром Гильберта и свойств
формальной нормы (20) [2].

Теорема. Пусть начальные условия (µ0(σ), λ0(σ), ρ0) удовлетворяют условиям

(18) и функции µ0(σ), λ0(σ) – аналитические и 2π-периодические, тогда в некото-

рой окрестности точки t = 0 существует единственное аналитическое решение

задачи Коши для данной системы.

Если по найденной функции µ(σ, t) построить z = τeF (τ,t), то функция z+(ρ(t)
×eiσ, t) = x(σ, t) + iy(σ, t) определит параметрическое описание свободной границы

γ(t).
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ОБ ОДНОМ ДОКАЗАТЕЛЬСТВЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ
ДВУХФАЗНОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАНА

Математическая Физика–1968,–№7

Внутри полубесконечной полосы Πt : y ∈ (0,∞), t ∈ (0, T ) требуется найти линию
(свободную границу) γt : y = y(t) по следующим условиям. Пусть y = y(t) делит Πt

на две части: Ωt, прилегающую к оси t, и Gt = Πt\Ωt. В каждой из этих областей
определена функция u(y, t), удовлетворяющая уравнению

∂u

∂t
− ∂2u

∂y2
= 0 в Ωt и Gt, (1)

начальным и граничным условиям

u(y, 0) = u0(y), u(0, t) = 0. (2)

Вдоль γt, общей части ∂Ωt и ∂Gt, выполнены условия

u(y(t), t) = c1(t), (3)

∂u

∂y
|− − ∂u

∂y
|+ = −λ

dy(t)

dt
, (4)

где λ = const., а слева стоит разность предельных значений производных функций
u(y, t) со стороны Ωt и Gt соответственно. Последнее носит условия Стефана. Будем
предполагать, что u0(y)− ограниченная функция с конечной нормой ‖u0‖C2(0,+∞),
функция c1(t)– непрерывно дифференцируемая, выполнены условия согласования
u0(0) = 0, y(0) = δ > 0, и u0(y(0)) = c1(0).

В отличие от известных ранее способов исследования подобных задач [1], получа-
ется удобное для наших целей представление решения задачи (1), (2), (4), а затем,
с помощью (3), находится функциональное уравнение для определения функции
y = y(t).

Пусть η(y, t)– достаточно гладкая в Πt функция и η(y, 0) = 0, η(0, t) = 0. Умно-
жим уравнение (1) на η(y, t) и проинтегрируем по каждой из областей Ωt и Gt.
Интегрируя по частям и складывая полученные равенства, с учетом (4), получаем

∫ ∫

Πt

(

∂u

∂t
η + uyηy

)

dydt −
∫

γt

λη cos(N, t)ds −
∫

∂Πt

uyη cos(N, y)ds = 0,
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где во втором слагаемом N– внешняя к Ωt нормаль. Если ввести характеристиче-
скую функцию χΩt для области Ωt, то это равенство можно переписать в виде

∫ ∫

Πt

(

∂u

∂t
− ∂2u

∂y2
+ λ

∂χΩt

∂t

)

ηdydt = 0.

Таким образом, в смысле теории обощенных функций внутри Πt функция u(y, t)
удовлетворяет уравнению

∂u

∂t
− ∂2u

∂y2
= −λ

∂χΩt

∂t
. (5)

Пусть G(y, η, t, τ)– функция Грина первой краевой задачи для уравнения тепло-
проводности в полуполосе Πt

G(y, η, t, τ) =
1

2
√

π(t − τ)
[exp(−(y − η)2/4(t − τ)) − exp(−(y + η)2/4(t − τ))].

Тогда решение задачи (5), (2) можно записать в виде

u(y, t) = −
∫ ∫

Πt

λ
∂χΩτ

∂τ
G(y, η, t, τ)dηdτ +

∫ +∞

0
u0(η)G(y, η, t, 0)dη,

или, после некоторых преобразований,

u(y, t) =

∫

γt

λG cos(N, τ)ds +

∫ +∞

0
u0(η)G(y, η, t, 0)dη,

а, если γt задана в виде y = y(t), то

u(y, t) = −
∫ t

0
λyτG(y, y(τ), t(τ))dτ +

∫ +∞

0
u0(η)G(y, η, t, 0)dη. (6)

При определенных условиях гладкости на функции y(t), u0(y) функция u(y, t), пред-
ставляемая равенством (6), удовлетворяет уравнению (1) в каждой из областей Ωt и
Gt, начальному и граничному условиям (2). Кроме того, вследствие теоремы о ска-
чке производных потенциала простого слоя [2], эта функция удовлетворяет также
условию (4). Таким образом, мы получим решение задачи Стефана, если сумеем
также удовлетворить условию (3). Предположив, что в представлении (6) можно
перейти к пределу при y → y(t), мы потребуем, чтобы выполнялось равенство:

c1(t) = −
∫ t

0
λyτG(y(t), y(τ), t, τ)dτ +

∫ +∞

0
u0(η)G(y(t), η, t, 0)dη, (7)
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которое можно рассматривать, как уравнение для нахождения функции y(t). Пусть
y = y(t)- непрерывно дифференцируемая функция, удовлетворяет (7), тогда, очеви-
дно, что функция u(y, t), построенная по (6) с указанной y(t), является решением
задачи (1)-(4).

Обозначим
F (y, t) = F1(y, t) + F2(y, t) + F3(y, t);

F1(y, t) = −
∫ t

0

yτ (τ)

2
√

π(t − τ)

[

e
−

(y(t)−y(τ))2

4(t−τ) − 1

]

dτ ;

F2(y, t) =

∫ t

0

yτ

2
√

π(t − τ)
e
−

(y(t)+y(τ))2

4(t−τ) dτ ;

F3(y, t) =
1

λ

[
∫ t

0
u0(η)G(y(t), η, t, 0)dτ − c1(t)

]

;

Fi(y, 0) = 0, i = 1, 2, 3,

после чего уравнение (7) перепишем в виде

∫ t

0

yτ

2
√

π(t − τ)
dτ = F (y, t). (8)

Обращая оператор, стоящий в левой части (8), относительно функции y(t), получаем

y(t) − y(0) =
2√
π

∫ t

0

F (y, τ)dτ

(t − τ)1/2
.

Введением новой переменной z(t) = y(t) − y(0) приведем полученное уравнение
к виду

z(t) =
2√
π

∫ t

0

F (z, τ)dτ

(t − τ)1/2
, F (z, t) = F (y, t),

которое запишем так:
z = A(z). (9)

При исследовании оператора A(z) весьма полезной оказывается следующая лемма
(см. [3]).

Пусть ϕ ∈ C
1+β

2 , 0 < β ≤ 1, ϕ(0) = 0. Тогда функция

ϕ(t) =

∫ t

0
(t − τ)−1/2ϕ(τ)dτ

имеет при t > 0 производную

ϕ′(t) = ϕ(t)t−1/2 +
1

2

∫ t

0
(t − τ)−3/2(ϕ(t) − ϕ(τ))dτ, (10)
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причем
|ϕ′(t)| ≤ Cβ−1[ϕ] 1+β

2
tβ/2, (11)

|ϕ′(t + ∆t) − ϕ′(t)| ≤ Cβ−1[ϕ] 1+β

2
(∆t)β/2, (12)

где [ϕ] 1+β

2
– константа Гельдера функции ϕ(t).

Используя представления функций Fi(z, t), можем доказать, что для любого T >
0 в шаре ‖z‖C1(0,T ) ≤ m, где m ≤ δ(1 − µ), µ– произвольное число из (0,1),

‖F (z1, t) − F (z2, t)‖C1(0,T ) → 0 при ‖z1 − z2‖C1(0,T ) → 0,

что вместе с представлением (10) дает непрерывность оператора A(z) в пространстве
C1(0, T ). Кроме того, можно получить также оценки

max
t

|F (z, t)| ≤ 3mπ−1/2T 1/2 + 2λ−1‖u0‖C(0,∞) + λ−2‖c1‖C(0,T ) ≡ γ0;

max
t

|F ′(z, t)| ≤ 7m3π−1/2T 1/2/8 + 2mλ−1‖u0‖C1(0,∞) + λ−1‖c1‖C1(0,T ) + 2‖u0‖C2(0,∞)

+
mT 1/2

2
√

π
[(µδ)−2e−1 + 4me−3/2 + 8(µδ)−2e−2] ≡ γ1.

Используя (11) с β = 1, получаем, что, если m и T связаны соотношением

2π−1/2(γ0 + Cγ2)T
1/2 ≤ m,

которое всегда можно удовлетворять за счет выбора достаточно малого T , то опе-
ратор A(z) переводит шар ‖z‖C1(0,T ) < m в себя.

В соответствии с (12), A(z) как функция от t удовлетворяет условию Гельдера с
показателем 1/2 и имеет равномерно ограниченную для всех z из шара ‖z‖C1(0,T ) <
m постоянную Гельдера. Отсюда следует компактность оператора A(z).

Итак, мы показали, что для уравнения (9) выполнены все условия теоремы Ша-
удера о неподвижной точке.

Теорема. Пусть u0(y) ∈ C2(0,∞), c2(t) ∈ C1(0, T ), y(0) = δ > 0, u0(δ) = c1(0).
Тогда при достаточно малом T существует решение задачи Стефана (1)-(4), фун-
кция y = y(t) ∈ C3/2(0, T ).
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ОБ ОДНОЙ КВАЗИСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧЕ СТЕФАНА

Доклады АН УССР–1976,–№1

1. Рассматривается следующая задача. Пусть Π– прямоугольник −1 < x < 1,
0 < y < h в плоскости (x, y). Назовем жорданову дугу γ−допустимой, если она
симметрична относително оси y, все ее внутренние точки расположены в Π, а концы
на отрезках x = ±1, 0 < y < h. Такая дуга разбивает Π на две связные части:
область Ω, прилегающую к нижнему основанию Π, и область G, прилегающую к
верхнему основанию Π.

Требуется найти достаточно гладкую допустимую дугу γ (свободную границу)
и непрерывную в Π̄ функцию w(x, y) по условиям:

∆w +
∂β̄(w)

∂y
= 0 в Ω и G; (1)

w = 0 при y = 0, w = c2 при y = h,

w = c1, 0 < c1 < c2 на γ; (2)

∂w

∂ν
+ ᾱ(w) = 0 при x = ±1; (3)

(

∂w

∂ν

)

−

−

(

∂w

∂ν

)+

= λ(x) cos(ν, t) на γ; (4)

где β̄(t) = β0t + µβ(t), ᾱ(t) = α0t + µα(t) ≥ 0, α(t), β(t)– дважды непрерывно диф-
ференцируемые функции, µ– численный параметр, λ(x)– четная функция из класса
Гельдера, λ(1) = 0. В соотношении (4) слева стоит разность между предельными
значениями нормальных производных на искомой линии γ со стороны области Ω и
G соответственно.

Такого типа задача возникает при отыскании линии кристализации (свободной
границы) затвердевающего в полубесконечной полосе −1 < x < 1, y < 0 металла (за-
дача Стефана) в предположении, что свободная граница, не изменяя своей формы,
движется вверх с постоянной скоростью. При этом предполагается, что теплофи-
зические параметры вещества зависят от температуры. Следствием этого является
квазилинейность рассматриваемой задачи. Модельность нашей задачи заключается,
в основном, в предположении, что λ = λ(x) и λ(1) = 0, так что, например, случай
λ = const требует специального исследования.
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2. Пусть G(x, y; ξ, η, )– функция Грина для оператора ∆ + β0
∂
∂η

и удовлетворяет

граничные условия: G = 0 при η = 0, η = h, ∂G
∂ν

+ α0G = 0 при ξ = 1, ∂G
∂ν

= 0
при ξ = 0. Если свободная граница y = y(x) известна, то нетрудно проверить, что
функция w(x, y) из (1)-(4) удовлетворяет равенству

w(x, y) =

∫ 1

0
λ(ξ)G(x, y; ξ, y(ξ))dξ +

∫ ∫

Π

µ
∂β(w)

∂η
G(x, y; ξ, η)dξdη

−

∫ 1

0
c2

∂G

∂η
(x, y; ξ, h)dξ −

∫ h

0
µα(w)G(x, y; 1, η)dη, (5)

которое можно было бы принять в качестве исходного для нахождения функции
w(x, y). При достаточной гладкости y(x) первый член справа в (5) обеспечивает
выполнение условия (4). Эвристические рассуждения, приводящие к (5), состоят в
следующем. Умножим уравнение (1) на достаточно гладкую функцию в Π и проин-
тегрируем вначале по области Ω, а затем по области G. Применяя формулу Грина,
складывая полученные равенства и используя соотношение (4) на γ, получим, что в
смысле теории обобщенных функций искомая функция w(x, y) удовлетворяет урав-
нению

∆w +
∂β̄(w)

∂y
= λ(x)

∂χΩ

∂y
в Π (6)

и граничным условиям (2), (3), где χΩ- характеристическая функция области Ω.
Теперь с помощью функции Грина G(x, y; ξ, η) можно получить (5).

Предполагая непрерывность каждого члена в (5), мы получим соотношение для
нахождения линии γ, если используем последнее условие в (3):

c1 −

∫ 1

0
λ(ξ)G(x, y(x); ξ, y(ξ))dξ −

∫ ∫

Π

µ
∂β(w)

∂η
G(x, y(x); ξ, η)dξdη

+

∫ 1

0
c2

∂G

∂η
G(x, y(x); ξ, h)dξ +

∫ h

0
µα(w)G(x, y(x); 1, η)dη = 0. (7)

Будем рассматривать теперь равенства (5),(7) как систему уравнений для нахожде-
ния двух неизвестных w(x, y) и y(x).

3. Основным инструментом доказательства разрешимости задачи (5), (7) являе-
тся теорема о неявных функциях в функциональных пространствах [1]. Наши даль-
нейшие рассуждения состоят в следующем. Зададимся некоторой четной функци-
ей y(x) ∈ C1+α[−1, 1]. Можно доказать разрешимость уравнения (5) относительно
функции w(x, y) при достаточно малых значениях параметра µ и сделанном выборе
y(x). Подставим найденное значение w(x, y, y(x)) в (7) и получим функциональное
уравнение

F (y(x), λ, µ) = 0 (8)
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для нахождения функции y(x). Пусть w0(x, y)– решение задачи (1)-(4) при λ = 0,

µ = 0. Предположим, что ∂w0(x,y)
∂y

> 0 в Π̄, это предположение выполнено, например,
при β0 = 0. Пусть {(x, y) ∈ Π : w0(x, y) = c1}-линия уровня функции w0(x, y),
которую можно также представить в виде y = y0(x). Тогда y0(x)– четная функция
из класса C1+α[−1, 1]. Непосредственно проверяется, что F (y0(x), 0, 0) = 0.

Пусть E1– банахово пространство функций y(x) ∈ C1+α[0, 1], удовлетворяющих
условию y′(0) = 0, E2– банахово пространство пар (λ(x), µ), где λ(x) ∈ Cα[0, 1],
λ(1) = 0, µ ∈ R. Будем рассматривать F (y(x), λ, µ) как оператор, действующий из
E1 × E2 в E1. Для применимости теоремы о неявных функциях нужно доказать
непрерывную дифференцируемость оператора F в окрестности точки (y0(x), 0, 0)
этот факт, доказательство которого мы опускаем вследствие ограниченности места,
вызывает наибольшие технические трудности в данной работе, и обратимость опе-
ратора F ′

y(y0(x), 0, 0). Последнее свойство следует из условия ∂w0

∂y
(x, y) > 0 в Π̄.

Теорема. Пусть λ(t) ∈ Cα[0, 1], λ(1) = 0, 1/2 < α < 1 и пусть ∂w0

∂y
(x, y) > 0

в Π̄, где w0(x, y)– решение задачи (1)-(4) при (λ, µ) = 0. Тогда существует един-
ственное решение y = y(x, λ, µ) ∈ E1 уравнения (7) в некоторой окрестности нуля
пространства E2.

Таким образом, при указанных выше условиях существует классическое решение
сформулированной задачи.
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STABILITY OF SMOOTH SOLUTIONS OF THE TWO-PHASE STEFAN

PROBLEM

Soviet Math. Dokl.–1982,–251

1. Let Ω = {(x1, x2) : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ l} and G = Ω × (0, T ). In the domain
G it is required to find a surface x2 = ξ(x1, t) (for each t ≥ 0 the curve x2 = ξ(x1, t)
partitions Ω into parts Ω1t and Ω2t abutting respectively the lower and upper base of
Ω, so that the end points of this curve lie on the vertical lines x1 = 0 and x1 = 1) and
functions ui(x, t), i = 1, 2, from the following conditions:

γ2 ∂ui

∂t
−

∂2ui

∂x2
1

−
∂2ui

∂x2
2

= 0 in Gi(T ) = {(x, t) : x ∈ Ωit, t ∈ (0, T )},

u1(x1, 0, t) = 0, u2(x1, l, t) = d > 1, ui(x1, ξ(x1, t), t) = 1,

∂ui

∂x1
|x1=0,1 = 0, ui(x, 0) = ui0(x), ξ(x1, 0) = ξ0(x1),

(1 + ξ2
x1

)(u1x2
− ku2x2

) = µξt for x2 = ξ(x1, t),

where γ, k and µ are positive constants. The last condition is one of the forms of writing
the Stefan condition on the free (unknown) boundary x2 = ξ(x1, t).

For t = 0 we moreover assume that consistency conditions are satisfied which on the
free boundary take the form

ui0(x1, ξ(x1, 0), 0) = 1, i = 1, 2,

∆ui0 +
∂ui0

∂x2
γ2 ∂ξ

∂t
(x1, 0) = 0 for x2 = ξ(x1, 0), i = 1, 2,

(1 + ξ2
0x1

)(u10x2
− ku20x2

) = µξt(x1, 0) for x2 = ξ(x1, 0).

These conditions make it possible to extend the desired functions ui(x1, x2, t) and
ξ(x1, t) as even functions of the variable x1, i.e., to seek solutions periodic in x1.

In the domain Ω1t we make the change of variables y1 = x1, y2 = x2/ξ(x1, t), and
in Ω2t the change of variables y1 = x1, y2 = (l − x2)/(l − ξ(x1, t)). Let D = {(y1, y2) :
−1 ≤ y1 ≤ 1, 0 ≤ y2 ≤ 1}, D1 = {y1 : −1 ≤ y1 ≤ 1}, D(T ) = D × (0, T ) and
D1(T ) = D1 × (0, T ). The original problem then reduces to finding functions ξ(y1, t)
and vi(y, t), i = 1, 2, and fixed domains D1(T ) and D(T ) respectively from the following
conditions:

γ2 ∂vi

∂t
− Φi(y, vi,Dyvi,D

2
yvi, ξ,Dy1

ξ,D2
y1

ξ) = 0,
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v1(y1, 0, t) = 0, v2(y1, 0, t) = d, vi(y1, 1, t) = 1,
∂vi

∂y1
|y1=0,1 = 0,

vi(y, 0) = vi0(y), ξ(y1, 0) = ξ0(y1),

(1 + ξ2
y1

)

(

∂v1

∂y2
ξ−1 + k

∂v2

∂y2
(l − ξ)−1

)

= µξt for y2 = 1, (1)

such that the consistency conditions are satisfied at t = 0.
The system (1) has the unique stationary solution

v01 = y2, v02 = 1 + (d − 1)(1 − y2), ξ(y1, t) = h = const,

where h is found from the condition

ϕ(h) ≡ h−1 − k(d − 1)(l − h)−1 = 0,

which is a consequence of the last condition of the system.
Let ui = vi − v0i and s = ξ − h. For ui(y, t) and s(y1, t) we obtain a system of

equations and initial and boundary conditions analogous to (1) for which ui = 0, s = 0
is a stationary solution. If from the nonlinear system thus obtained we separate out the
linear part and take the remaining nonlinear part to the right side, then we obtain the
following problem:

γ2 ∂u1

∂t
−

∂2u1

∂y2
1

− h−2 ∂2u1

∂y2
2

− y2h
−1

(

γ2 ∂s

∂t
−

∂2s

∂y2
1

)

= F1,

γ2 ∂u2

∂t
−

∂2u2

∂y2
1

− (l − h)−2 ∂2u2

∂y2
2

− y2(d − 1)(l − h)−1

(

γ2 ∂s

∂t
−

∂2s

∂y2
1

)

= F2,

ui(y, 0) = ui0(y), ui(y1, 1, t) = 0,
∂ui

∂y1
|y1=0,1 = 0,

s(y1, 0) = s0(y1), ui(y1, 0, t) = 0,

µ
∂s

∂t
− ϕ′(h)s −

(

h−1 ∂u1

∂y2
|y2=1 + k(l − h)−1 ∂u2

∂y2
|y2=1

)

= F0, (2)

where Fi = Fi(y, u,Dyu,D2
yu, s,Dy1

s,D2
y1

s), i = 0, 1, 2, u = (u1, u2), and

Fi(y, 0, ..., 0) =
∂Fi

∂u
(y, 0, ..., 0) = ... =

∂Fi

∂D2
y1

s
(y, 0, ..., 0) = 0.

The solvability of the system (2) or, equivalently, of (1) we prove following [1] by
means of the principle of contraction mapping in the classes H2+α,(2+α)/2 (see [2]).

2. An essential feature of the proof of existence and stability of a solution of (2)
is the use of the linear problem which is obtained from (2) by freezing the functional
arguments on its right sides. Let F0 ∈ H1+α,(1+α)/2(D1(T )) and Fi ∈ Hα,α/2(D1(T )),

60



i = 1, 2, be even functions in the variable y1. Using the Green function for the mixed
boundary value problem for the heat equation, to find the functions s(x, t), x = y1, we
obtain the integrodifferential equation

µ
∂s

∂t
− ϕ′(h)s + A

∫ t

0

∫ 1

−1

∑

n=1,k=0

anke
−Ank(t−τ) cos πkx cos πkξ

[

∂s

∂τ
− γ−2 ∂2s

∂ξ2

]

dξdτ

+B

∫ t

0

∫ 1

−1

∑

n=1,k=0

anke
−Bnk(t−τ) cos πkx cos πkξ

[

∂s

∂τ
− γ−2 ∂2s

∂ξ2

]

dξdτ = F (x, t), (3)

where

A = h−2, B = k(d − 1)(l − h)−2, Ank =

(

πn

γh

)2

+

(

πk

γ

)2

,

Bnk =

(

πn

γ(l − h)

)2

+

(

πk

γ

)2

, ank = 2 for k ≥ 1, an0 = 1,

while the function F (x, t) is constructed on the basis of the functions F0, Fi and ui0,
i = 1, 2. To equation (3) it is necessary to adjoint the initial condition

s(x, 0) = s0(x).

It is natural to seek a solution of (3) in the form

s(x, t) = c0(t) +
∑

m=1

cm(t) cos πmx, (4)

assuming that the quantities cm(0), m = 0, 1, ..., are given. For the coefficients of (4) we
obtain an infinite decomposing system of equations each of which is a Volterra equation
of second kind for c′m(t) with kernel having a weak singularity. There is thus no question
as to the solvability of this system. However, to study the differential properties of s(x, t)
it is necessary to study the asymptotic behaviour of the coefficients cm(t) with respect to
m. In connection with this we shall obtain explicit expressions for the solution cm(t) in
terms of the right sides and the initial conditions. Since these equations have difference
kernels, the Laplace transform on t is appropriate. We have

ĉm(p)Rm(p) = f̂m(p) + (µ + 2A
∑

n=1

(p + Anm)−1 + 2B
∑

n=1

(p + Bnm)−1)cm(0),

Rm(p) = µp−ϕ′(h)+2A
∑

n=1

[p+(πm/γ)2][p+Anm]−1 +2B
∑

n=1

[p+(πm/γ)2][p+Bnm]−1.

Since ϕ′(h) < 0, all zeros pkm of the function Rm(p) lie on the negative real axis in the
p plane, and pkm < −δ0, δ0 > 0. By Cauchy’s theorem (see [3]) we can represent the
meromorphic function [Rm(p)]−1 in the form

[Rm(p)]−1 =
∑

n=1

δkm(p − pkm)−1, (5)
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where δkm are the residues of the function [Rm(p)]−1 at the poles pkm. Using (5) and
the inverse Laplace transform, we obtain the solution cm(t). Analysis of the roots of
the equation Rm(p) = 0 and the expression for δkm enables us to separate out from the
integral representation for s(x, t) a principal part which has the form

(2µ)−1

∫ t

0

∫ 1

−1
F (ξ, τ)

∑

m=0

e−αm(t−τ) cos πm(x − ξ)dξdτ, α = const > 0,

and this leads to the following assertion.
Lemma. Let Fi(y, t) ∈ Hα,α/2(D(T )), i = 1, 2, F0(y, t) ∈ H1+α,(1+α)/2(D1(T )),

ui0(y) ∈ C2+α(D̄) and s0(y1) ∈ C2+α(D1) be even functions of the variable y1, and
suppose that the consistency conditions are satisfied at t = 0. Then there exists a unique
solution of the system (2), and

2
∑

i=1

‖ui‖
2+α
D(T ) + ‖s‖2+α

D1(T ) ≤ C

[

2
∑

i=1

‖ui0‖
2+α
D + ‖s0‖

2+α
D1

+
2

∑

i=1

‖Fi‖
α
D(T ) + ‖F0‖

1+α
D1(T )

]

with a constant C not depending on the time.
3. We denote by WD(T ) the set of elements

w(y, t) = (s(y1, t), u1(y, t), u2(y, t)),

even in y1 with norm

‖w‖D(T ) = ‖u1‖
2+α
D(T ) + ‖s‖2+α

D1(T ) + ‖u2‖
2+α
D(T ),

and we let w0 = (s0(y1), u10(y), u20(y)). Let H(M,w0) be the closed set in W(D(T ))

consisting of elements
k(y, t) = (η(y1, t), v1(y, t), v2(y, t)),

satisfying the initial conditions

η(y1, 0) = s0(y1), vi(y, 0) = ui0(y), i = 1, 2,

and the condition ‖k‖D(T ) ≤ M‖w0‖D(T ).
We define an operator K on the set H(M,w0) by setting w = Kk, where w is the

solution of the linear problem (2) in which the right sides are computed on the element
k ∈ H(M,w0). Just as in [1] (see Theorem 3.1), we show that K takes H(M,w0) into
itself and is contractive; this leads to an existence theorem for solutions of the nonlinear
system (1).

Theorem Suppose that in problem (1) the consistency conditions at t = 0 are satisfied.
Then there exist positive constants M and δ such that for

‖ξ0 − h‖2+α
D1

+

2
∑

i=1

‖vi0 − v0i‖
2+α
D ≤ δ
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there exists a unique solution of the Stefan problem, and

‖ξ(y1, t) − h‖2+α
D1(T ) +

2
∑

i=1

‖vi(y, t) − voi‖
2+α
D(T ) ≤ M

[

‖ξ0 − h‖2+α
D1

+

2
∑

i=1

‖vi0 − v0i‖
2+α
D

]

.

The last inequality means that the solution of the Stefan problem is stable in the
sense of the usual definition of stability.

Remark 1. The substitution ui = e−αtvi, s = e−αt in the nonlinear system (2) with
an appropriately chosen α > 0 leads to a proof of asymptotic stability of the solution of
the Stefan problem.

Remark 2. In the case of a more general formulation of the Stefan problem, for ex-
ample, u2(x1, l, t) = f(x1), the corresponding linear system (2) is a system with variable
coefficients. Therefore, to construct the inverse operator in this case a regularizer is first
constructed by means of a partition of unity as is done in investigating linear parabolic
problems (see [2]). The model problems arising here are analogous to the system (2).

The author expresses his gratitude to I.I. Daniljuk, Corresponding Member of the
Academy of Sciences of the Ukrainian SSR, for useful discussion of the results.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДВУХФАЗНОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАНА В
ОКРЕСТНОСТИ СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ

Доклады АН УССР–1983,–№12

Изучаются вопросы существования и поведения решения двухфазной задачи
Стефана при неограниченном возрастании времени в окрестности стационарного
решения.

1. Пусть Ω = {(x1, x2) : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ l}, G = Ω × (0, T ). В области
G требуется найти поверхность x2 = ξ(x1, t) (при каждом t кривая x2 = ξ(x1, t)
разбивает Ω на части Ω1t, Ω2t, примыкающие соответственно к нижнему и верхнему
основанию Ω, так что концы этой кривой лежат на вертикалях x1 = 0, x1 = 1) и
функции ui(x, t) по следующим условиям:

γ2 ∂ui

∂t
− ∆ui = 0 в Gi(T ) = {(x, t) : x ∈ Ωit, t ∈ (0, T )},

u1(x1, 0, t) = 0, u2(x1, l, t) = f(x1) > 1, ui(x1, ξ(x1, t), t) = 1,

∂ui

∂x1
|x1=0,1 = 0, ui(x, 0) = ui0(x), ξ(x1, 0) = ξ0(x1),

(1 + ξ2
x1

)(u1x2
− ku2x2

) = µξt при x2 = ξ(x1, t),

где γ, k, µ– положительные постоянные. Последнее условие есть одна из форм записи
условия Стефана на свободной (неизвестной) границе x2 = ξ(x1, t). Предполагется
также, что при t = 0 выполнены условия согласования, которые, в частности, на
свободной границе имеют вид:

ui0(x1, ξ(x1, 0)) = 1,

∆ui0 +
∂ui0

∂x2
γ2 ∂ξ

∂t
(x1, 0) = 0 при x2 = ξ0(x1),

(1 + ξ2
0x1

)(u10x2
− ku20x2

) = µξt(x1, 0) при x2 = ξ0(x1).

Сформулированные условия позволяют продолжить искомые функции ui(x, t), ξ(x1,
t) четным образом по переменной x1, т.е. искать периодические по x1 решения.

Замена переменных y1 = x1, y2 = x2/ξ(x1, t) в области Ω1t и y1 = x1, y2 =
(l − x2)/(l − ξ(x1, t)) в Ω2t сводит исходную задачу с неизвестной границей к задаче
нахождения функций ξ(y1, t), vi(y, t) в фиксированных областях D1(T ) = D1×(0, T ),
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D1 = {y1 : −1 ≤ y1 ≤ 1}, D(T ) = D × (0, T ), D = {(y1, y2) : −1 ≤ y2 ≤ 1, 0 ≤ y2 ≤ 1}
соответственно по следующим условиям:

γ2 ∂vi

∂t
− Φi(y, vi,Dyvi,D

2
yvi, ξ,Dy1

ξ,D2
y1

ξ) = 0,

v1(y1, 0, t) = 0, v2(y1, 0, t) = f(y1), vi(y1, 1, t) = 1,

∂vi

∂y1
|y1=±1 = 0, vi(y, 0) = vi0(y), ξ(y1, 0) = ξ0(y1),

(1 + ξ2
y1

)(ξ−1v1y2
− k(l − ξ)−1v2y2

) = µξt при y2 = 1, (1)

для которой выполнены условия согласования при t = 0.
Замечание 1. Для приведения исходной задачи с неизвестной границей к задаче

в фиксированной области можно было бы при некоторых ограничениях использо-
вать и другие методы, например, преобразование вида y1 = x1, y2 = u(x1, x2, t), счи-
тая в области изменения переменных y1, y2 неизвестной функцией x2 = x2(x1, u; t).
Для этой функции получим нелинейную задачу сопряжения, аналогичную (1), к
которой также применим предлагаемый ниже способ исследования.

Пусть система (1) имеет стационарное решение h(y1), wi(y). Введем функции
s(y1, t) = ξ(y1, t) − h(y1), ui(y, t) = vi(y, t) − wi(y). Из системы (1) получим для
s(y1, t), ui(y, t) краевую задачу, для которой s = 0, ui = 0 будет стационарным
решением. Если из полученной таким образом системы выделить линейную часть,
а оставшуюся нелинейную часть перенести вправо, то получим следующую задачу:

γ2 ∂u1

∂t
−

∂2u1

∂y2
1

+ 2y2hy1
h−1 ∂2u1

∂y1∂y2
−

∂2u1

∂y2
2

[y2
2h

2
y1

+ 1]h−2 + y2h
−2[hy1y1

h − 2h2
y1

]
∂u1

∂y2

−y2h
−1 ∂w1

∂y2

[

γ2 ∂s

∂t
−

∂2s

∂y2
1

+ 2sh−2(hy1y1
h − 2h2

y1
) − h−1(shy1y1

− 4sy1
hy1

)

]

+2
y2

h

∂2w1

∂y1∂y2

[

∂s

∂t
− s

hy1

h

]

− h−2 ∂2w1

∂y2
2

[

2y2
2hy1

(

∂s

∂y1
−

shy1

h

)

− 2
s

h

]

= F1,

γ2 ∂u2

∂t
−

∂2u2

∂y2
1

− 2
y2hy1

l − h

∂2u2

∂y1∂y2
−

∂2u2

∂y2
2

y2
2h

2
y1

+ 1

(l − h)2
−

y2

(l − h)2
[hy1y1

(l − h) + 2h2
y1

]
∂u2

∂y2

+
y2

l − h

∂w2

∂y2

[

γ2 ∂s

∂t
−

∂2s

∂y2
1

−
2s

(l − h)2
(hy1y1

[l − h] + 2h2
y1

) +
shy1y1

− 4sy1
hy1

l − h

]

−
2y2

l − h

∂2w2

∂y1∂y2

[

∂s

∂y1
+

shy1

l − h

]

−
1

(l − h)2
∂2w2

∂y2
2

[

2y2
2hy1

(

∂s

∂y1
+

shy1

l − h

)

+
2s

l − h

]

= F2,

ui(y, 0) = ui0(y), s(y1, 0) = s0(y1), ui(y1, 0, t) = 0, ui(y1, 1, t) = 0,
∂ui

∂y1
|y1=± = 0,
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(1 + h2
y1

)s

[

1

h2

∂w1

∂y2
−

k

(l − h)2
∂w2

∂y2

]

− (1 + h2
y1

)

[

1

h

∂u1

∂y2
+

k

l − h

∂u2

∂y2

]

+µ
∂s

∂t
= F0 при y2 = 1, (2)

где Fi = Fi(y, u,Dyu,D2
yu, s,Dy1

s,D2
y1

s,Dts), i = 0, 1, 2, u = (u1, u2), причем Fi(y,

0, ..., 0) = ∂Fi

∂u
(y, 0, ..., 0) = ... = ∂Fi

∂Dts
(y, 0, ..., 0) = 0.

Докажем разрешимость системы (2) при достаточно малых ui0, s0(y1), следуя
работе [1], с помощью принципа сжатых отображений в классах достаточно гладких

функций H2+α, 2+α

2 (см. [2]).
2. Рассмотрим систему (2), считая заданными ее правые части. Можно счи-

тать, что они получены замораживанием их функциональных аргументов. Пусть

F0 ∈ H1+α, 1+α

2 (D1(T )), Fi ∈ Hα, α

2 (D(T )), i = 1, 2, четные по переменной y1, то-
гда соответствующая задача (2) имеет вид линейной системы дифференциальных
уравнений в общем случае с переменными коэффициентами.

Поэтому для ее исследования естественно применить метод построения регу-
ляризатора, аналогично тому, как это сделано в работе [2]. При этом с помощью
разбиения единицы исследование линейной задачи сводится к изучению некоторого
набора модельных задач, одну из которых, связанную с наличием условия Стефана,
иы сформулируем.

В плоскости z2 ≥ 0 плоскости (z1, z2) требуется найти функции s(z1, t), uk(z, t)
по следующим условиям:

γ2 ∂uk

∂t
−
∑

ij

a
(k)
ij

∂2uk

∂zi∂zj
− c(k)

(

γ2 ∂s

∂t
−

∂2s

∂z2
1

)

= fk, k = 1, 2,

µ
∂s

∂t
+ b1

∂u1

∂z2
|z2=0 + b2

∂u2

∂z2
|z2=0 = f0,

uk(z1, 0, t) = 0, uk(z, 0) = s(z1, 0) = 0, (3)

где fk ∈ H
0

α, α

2 , f0 ∈ H
0

1+α, 1+α

2 , определение этих пространств см. в [2], a
(k)
ij , c(k), b1, b2-

некоторые постоянные, фактически коэффициенты при старших членах в диффе-
ренциальных уравнениях и граничных условиях линейной системы (2), вычисленные
в некоторой фиксированной точке ȳ ∈ D1.

Таким образом, система (3) получается из системы (2) отбрасыванием младших
членов, замораживанием коэффициентов в некоторой точке и переходом к местной
системе координат. Система (3) достаточно просто решается формальным примене-
нием преобразования Фурье по переменной z1 и преобразования Лапласа по t, после
чего мы, например, получим, что

s̃ =
f̃(λ, p)

c2p +
√

p + δ2λ2
,
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где s̃– образ функции s(z1, t) при указанных выше интегральных преобразованиях,

c, δ– некоторые постоянные, f̃– образ функции f(z1, t) ∈ H
0

1+α, 1+α

2 , которая строится

определенным образом по функциям fk, k = 0, 1, 2.
Используя обратные преобразования, получим

s(z1, t) =

∫ t

0

∫

∞

−∞

K(z1 − ζ, t − τ)f(ζ, τ)dζdτ, (4)

где K(z1, t)– прообраз функции (c2p+
√

p + δ2λ2)−1 (см. [3,c. 205]). Анализ представ-
ления (4) позволяет утверждать, что функция s(z1, t) есть, по крайней мере, эле-

мент пространства H2+α, 2+α

2 и выполняется оценка ‖s(z1, t)‖
(2+α)
R1(T ) ≤ C‖f(z1, t)‖

(1+α)
R1(T ),

R1(T ) = R1 × (0, T ), R2(T ) = R2 × (0, T ), z2 ≥ 0. После того как найдена функция
s(z1, t), нахождение функций uk(z, t) не вызывает затруднения.

Лемма 1. Линейная задача (3) однозначно разрешима и имеют место оценки

‖s(z1, t)‖
(2+α)
R1(T ) +

2
∑

k=1

‖uk(z, t)‖
(2+α)
R2(T ) ≤ c

(

‖f0‖
(1+α)
R1(T ) +

2
∑

k=1

‖fk‖
(α)
R2(T )

)

. (5)

Модельные задачи, соответствующие внутренним точкам рассматриваемой обла-
сти и точками границы, не нагруженной условием Стефана, рассмотрены в [2]. Ис-
следование модельных задач, оценки типа (5) позволяют построить регуляризатор,
а затем обратный оператор в линейной задаче (2) сначала для малых t, а затем и
для произвольного промежутка времени.

Лемма 2. Пусть Fi(y, t) ∈ Hα, α

2 (D(T )), F0(y1, t) ∈ H1+α, 1+α

2 (D1(T )), ui0(y) ∈
C2+α(D̄), s0(y1) ∈ C2+α(D̄1), четные по переменной y1 и выполнены условия согла-
сования при t = 0. Тогда для произвольного T > 0 существует единственное решение
системы (2), причем выполняется неравенство

‖s‖
(2+α)
D1(T ) +

2
∑

i=1

‖ui‖
(2+α)
D(T ) ≤ C

(

‖F0‖
(1+α)
D1(T ) +

2
∑

i=1

‖Fi‖
(α)
D(T ) + ‖s0‖

(2+α)
D1

+
2
∑

i=1

‖ui0‖
(2+α)
D

)

.

(6)
Постоянная C в неравенстве (6), вообще говоря, зависит от T .
3. Для доказательства разрешимости нелинейной задачи (2) выберем функцио-

нальное пространство WD(T ), состоящее из элементов w = (s(y1, t), u1(y, t), u2(y, t)),

каждая компонента которых четная по y1, с нормой ‖w‖D(T ) = ‖s‖
(2+α)
D1(T ) +

∑2
i=1

‖ui‖
(2+α)
D(T ) . Пусть w0 = (s0(y1), u10(y), u20(y)) и пусть H(M,w0)- замкнутое множе-

ство в WD(T ), состоящее из элементов κ(y, t), удовлетворяющих начальному условию
κ(y, 0) = w0 и неравенству ‖κ‖D(T ) ≤ M(T )‖w0‖D(T ), где число M(T ) выбирается
специальным образом.

На множестве H определим оператор K, положив w = Kκ, где w– решение
линейной задачи (2), в которой правые части вычислены на элементе κ ∈ H(M,w0).
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Так же как в [1, теорема 3.1] покажем, что K переводит H(M,w0) в себя и является
сжимающим, что приводит к теореме существоания решения нелинейной системы
(1).

Теорема. Пусть в задаче (1) существует стационарное решение h(y1), wi(y) и
выполнены условия согласования при t = 0. Тогда для любого T > 0 существуют

положительные постоянные M(T ) и δ(T ) такие, что при ‖ξ0 − h‖
(2+α)
D1

+
∑2

i=1 ‖vi0 −

wi‖
(2+α)
D ≤ δ(T ) существует единственное решение задачи Стефана и выполняется

неравенство

‖ξ(y1, t)−h‖
(2+α)
D1(T )+

2
∑

i=1

‖vi(y, t)−wi‖
(2+α)
D(T ) ≤ M(T )

(

‖ξ0 − h‖
(2+α)
D1

+

2
∑

i=1

‖vi0 − wi‖
(α)
D

)

.

(7)
Замечание 2. Если в формулировке исходной задачи условие u2(x1, l, t) = f(x1)

заменить более простым, u2(x1, l, t) = d = const > 1, то система (1) имеет стацио-
нарное решение w1 = y2, w2 = 1 + (d − 1)(1 − y2) и число h находится из условия
h−1 + k(d − 1)(l − h)−1 = 0. В этом случае для построения обратного оператора со-
ответствующей линейной системы (2) можно вначале обратить дифференциальные

операторы γ2 ∂
∂t

− ∂2

∂y2
1

− h−2 ∂2

∂y2
2

, γ2 ∂
∂t

− ∂2

∂y2
1

− (l − h)−2 ∂2

∂y2
2

, а затем искать решение

s(y1, t) в виде s(y1, t) =
∑

m=0 cm(t) cos πmy1. При этом в оценках леммы 2 и теоремы
постоянные можно выбрать не зависящими от T . Но тогда оценка (7) означает, что
стационарное решение задачи Стефана устойчиво в смысле обычного определения
устойчивости.
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НЕУСТОЙЧИВОСТЬ И ВЕТВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ
КВАЗИСТАЦИОНАРНОЙ ТЕРМОДИФФУЗИОННОЙ ЗАДАЧИ

СТЕФАНА

Доклады АН УССР–1985б–№4

Пусть Ω = {(z1, z2) : 0 < z1 < 2π, −∞ < z2 < l} и G = Ω × (0, T ). При изучении
нестационарной задачи кристализации при наличии примеси требуется в области G
найти поверхность z2 = ξ(z1, t) (при каждом t ≥ 0 кривая z2 = ξ(z1, t) делит Ω на
части Ω1t и Ω2t, для которых z2 < ξ(z1, t) и z2 > ξ(z1, t)) соответственно, и ее концы
лежат на вертикалях z1 = 0, z1 = 2π) и функции ui(z, t), c(z, t) по условиям:

∆u1 + aγ1
∂u1

∂z2
− βu1 − γ

∂u1

∂t
= 0 в G1(T ) = {(z, t) : z ∈ Ω1t, t ∈ (0, T )},

∆u2 + aγ2
∂u2

∂z2
− γ2

∂u2

∂t
= 0 в G2(T ) = {(z, t) : z ∈ Ω2t, t ∈ (0, T )},

α2∆c+ a
∂c

∂z2
− ∂c

∂t
= 0 в G2(T );

∂u1

∂n
− ∂u2

∂n
=

µ(a+ ξt)

(1 + ξ2z1
)1/2

, −α2
∂c

∂n
= c(1 −R)

a+ ξt
(1 + ξ2z1

)1/2
(1)

u1 = u2 = qc+uk при z2 = ξ(z1, t);
∂u1

∂z1
= ∂u2

∂z1
= ∂c

∂z1
= 0 при z1 = 0, 2π; u1(z1,−∞, t) =

0, u2(z1, l, t) = u0, c(z1, l, t) = p0; ui(z, 0) = ui0(z), i = 1, 2, c(z, 0) = c0(z).
Здесь ui(z, t), i = 1, 2− температура среды в твердой и жидкой фазе, c(z, t)– кон-

центрация примеси в жидкой фазе. Мы пренебрегаем диффузией примеси в твердой
фазе и считаем линейной зависимость концентрации примеси от температуры на
фронте кристаллизации. Все входящие в описание задачи (1) параметры считаются
положительными и определяются свойствами рассматриваемой среды, граничными
условиями и характером процесса кристаллизации, число l > 0 мы определим ниже.

Стационарное решение задачи (1) соответствует квазистационарному режиму
кристаллизации, при котором фронт кристаллизации (искомая свободная граница)
движется в положительном направлении оси z2 со скоростью a.

В настоящей работе мы исследуем в линейном приближении устойчивость стаци-
онарного решения задачи (1), соответствующего плоскому фронту кристаллизации,
и доказываем неединственность этого стационарного решения при некоторых огра-
ничениях на параметры задачи.
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Для дальнейшего удобно от задачи (1) в неизвестной области перейти с помощью
замены переменных y1 = z1, y2 = l(z2 − ξ)/(l− ξ) в области Ω2t и y1 = z1, y2 = z2 − ξ
в области Ω1t к задаче в фиксированной области. Пусть D1 = {(y1, y2) : 0 < y1

< 2π, y2 < 0}, D2 = {(y1, y2) : 0 < y1 < 2π, 0 < y2 < l}, Di(T ) = Di × (0, T ),
D = {y2 : 0 < y1 < 2π}, D(T ) = D × (0, T ). Тогда исходная задача описывается
соотношениями:

L1(u1(y, t), ξ(y1, t)) = γ1
∂u1

∂t
− γ1ξt

∂u1

∂y2
в D1(T ),

L2(u2(y, t), ξ(y1, t)) = γ2
∂u2

∂t
+ γ2ξt

∂u2

∂y2

y2 − l

l − ξ
в D2(T ),

L3(c(y, t), ξ(y1, t)) =
∂c

∂t
+ ξt

∂c

∂y2

y2 − l

l − ξ
в D2(T );

L4(u1(y, t), u2(y, t), ξ(y1, t)) = µξt, L5(c(y, t), ξ(y1, t)) = c(1 −R)ξt, L6(u1(y, t),

u2(y, t), c(y, t)) ≡ u2 − qc− uk = 0, L7(u1(y, t), u2(y, t)) = u1 − u2 = 0 в D(T );

∂u1

∂y1
=
∂u2

∂y1
=

∂c

∂y1
= 0 при y1 = 0, 2π, ui(y, 0) = ui0(y), c(y, 0) = c0(y), (2)

где Li, i = 1, ..., 5,– дифференциальные операторы, в которые переходят соответ-
ствующие операторы задачи (1) при замене переменных.

Утверждение 1. Пусть

µ1

(qp0

R
+ uk

)

− µ2

(qp0

R
+ uk − u0

)

> 0, qp0 + uk < u0, (3)

тогда существует стационарное решение задачи (2) v1(y), v2(y), p(y). Границей ра-
здела фаз является линия y2 = 0 и число l находится из равенства

µ1A− µ2
A− u0

1 − exp(µ2l)
= µa,

где A = qp0

R+(1−R) exp(µ3l) + uk, µ1 =
−aγ1+

√
a2γ2

1
+4β

2 , µ2 = −aγ2, µ3 = −a/α2.

В системе (2) сделаем замену ui = vi + ϕi, c = p + p2, ξ = r, линеаризуем ее
относительно функций ϕi, p2, r на стационарном решении, а затем сделаем еще
одну замену ψ1 = ϕ1 − r ∂v1

∂y2
, ψ2 = ϕ2 + r y2−l

l
∂v2

∂y2
, q3 = p2 + r y2−l

l
∂p
∂y2

и будем искать

решение полученной таким образом линейной задачи в виде ψi = eσtψ̄i, q2 = eσtq̄2,
r = eσtr̄. Получим

∆ψ̄1 + aγ1
∂ψ̄1

∂y2
− βψ̄1 = γ1σψ̄1 в D1,

∆ψ̄2 + aγ2
∂ψ̄2

∂y2
= γ2σψ̄2 в D2, α2∆q̄2 + a

∂q̄2
∂y2

= σq̄2 в D2;
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∂ψ̄1

∂y1
− ∂ψ̄2

∂y2
+ r̄b = µσr̄, −α2

∂q̄2
∂y2

− q̄2(1 −R)a+ aRr̄
∂p

∂y2
= p(1 −R)σr̄, ψ̄1 − ψ̄2

+r̄µa = 0, ψ̄2 + r̄
∂v2
∂y2

− q

(

q̄2 + r̄
∂p

∂y2

)

= 0 при y2 = 0;
∂ψ̄1

∂y1
=
∂ψ̄2

∂y1
=
∂q̄2
∂y1

= 0

при y1 = 0, 2π; ψ̄1(y1,−∞) = 0, ψ̄2(y1, l) = 0, q̄2(y1, l) = 0; b =
∂2v1
∂y2

2

−∂
2v2
∂y2

2

при y2 = 0.

(4)
Спектральная задача (3) решается разложением искомых функций ψ̄i, q̄2, r̄ в

ряды по cos ky1, и для нахождения собственных значений получим равенство

Φ(σ, k, α2) ≡



q
(1 − el(ν31−ν32))

(

−aR ∂p
∂y2

+ p(1 −R)σ
)

−α2ν31 − a(1 −R) − [−α2ν32 − a(1 −R)]el(ν31−ν32)
+ q

∂p

∂y2
− ∂v2
∂y2





×
ν21

ν1
− 1 −

(

ν22

ν1
− 1

)

el(ν21−ν22)

1 − el(ν21−ν22)
+
µσ

ν1
− b

ν1
+ µa = 0 при y2 = 0, где

ν1 =
−aγ1 +

√

a2γ2
1 + 4(β + γ1σ + k2)

2
, ν21,22 =

−aγ2 ∓
√

a2γ2
2 + 4(γ2σ + k2)

2
,

ν31,32 =
−a∓

√

a2 + 4α2(σ + α2k2)

2α2
.

При сделанном предположении q > 0 имеем R > 1, поэтому lim
σ→+∞

Φ(σ, k, α2) =+∞
для всех k. С другой стороны

lim
k→+∞

Φ(0, k, α2) = −2





−qap0(1 −R)

α2[R+ (1 −R)elµ3 ]
+
aγ2

(

uk − u0 + qp0

R+(1−R)elµ3

)

1 − elµ2



 + µa,

откуда следует, что при достаточно малых α2 и больших k Φ(0, k, α2) < 0. Таким
образом, уравнение Φ(σ, k, α2) = 0 имеет положительное решение.

Утверждение 2. При достаточно малых значениях параметра α2 > 0 задача
(4) имеет положительные собственные значения и, следовательно, указанное стаци-
онарное решение исходной задачи неустойчиво в линейном приближении.

Утверждение 3. Существуют такое достаточно большое целое число k̄ и до-
статочно малое ᾱ2, для которых Φ(0, k̄, ᾱ2) = 0.

Последнее утверждение мы используем для исследования нелинейной стацио-
нарной задачи, соответствующей нестационарной задаче (2), которую мы запишем
в виде:

Li(v1 + ϕ1, v2 + ϕ2, p + p2, r, α2) = 0, i = 1, ..., 7; (5)
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∂ϕ1

∂y1
= ∂ϕ2

∂y1
= ∂p2

∂y1
= 0 при y1 = 0, 2π; ϕ1(y1,−∞) = 0, ϕ2(y1, l) = 0, p2(y1, l) = 0,

отмечая зависимость коэффициентво Li от параметра α2. Будем рассматривать ϕ1

из пространства функций C2+α(D̄1) убывающих на −∞, ϕ2, p2 из пространства
функций C2+α(D̄2), равных нулю при y2 = l, r из пространства C2+α(D̄), считая все
указанные функции четными и периодическимим с периодом 2π по переменной y1.
Пусть w = (ϕ1, ϕ2, p2, r)− элемент банахового пространства E1, которое есть прямая
сумма указанных выше пространств. Задачу (5) перепишем в виде

F (w,α2) = 0, F (0, ᾱ2) = 0, (6)

где опрератор F определяется своими компонентами Li. Из вида операторов Li сле-
дует, что F есть непрерывно дифференцируемое отображение в окрестности точки
(0, ᾱ2) пространства E1 ×R

1 в пространство E2, которое мы определим как прямую
сумму пространств Cα(D̄1), C

α(D̄2), C
α(D̄2), C

1+α(D̄), C2+α(D̄), C2+α(D̄), элементы
которых четные и 2π-периодические по y1 и убывают при y2 → −∞.

Рассмотрим линейную задачу −Bg = f, где B = −F ′

w(0, ᾱ2), f ∈ E2, f =
(f1, f2, ..., f7), для которой компоненты оператора B в терминах введенных ранее
функций ψi, q2, r имеют такой же вид, как левые части уравнений задачи (4) и
выполнены точно такие же граничные условия при y1 = 0, 2π и y2 = l, y2 = −∞.

Пусть M(f)– линейный функционал в пространстве E2

M(f) ≡ f7k̄− ν̄−1
1

(

f4k̄ − ∂K1f1k̄

∂y2
|y2=0 +

∂K2f2k̄

∂y2
|y2=0

)

−
ν̄21

ν̄1
− 1 − el(ν̄21−ν̄22)

(

ν̄22

ν̄1
− 1

)

1 − el(ν̄21−ν̄22)

×



q
1 − el(ν̄31−ν̄32)

(

f5k̄ + ᾱ2
∂K3f

3k̄

∂y2
|y2=0

)

−ᾱ2ν̄31 − a(1 −R) + (ᾱ2ν̄32 + a(1 −R))el(ν̄31−ν̄32)
+ f6k̄



 ,

где fik̄– коэффициент Фурье в разложении fi по cos ky1, черта над νi, νij означает,
что эти коэффициенты вычислены при σ = 0, k = k̄, и, например, K1f1k̄ обозначает
решение краевой задачи

d2ψ

dy2
2

+ aγ1
dψ

dy2
− βψ − k̄2ψ = f1k̄, ψ(−∞) = ψ(0) = 0.

Лемма. Пусть функция Φ(0, k, ᾱ2) обращается в нуль только при одном целом
числе k̄, тогда нуль является собственным значением оператора B и ему соответству-
ет одномерное пространство собственных функций. Уравнение −BG = f разрешимо
тогда и только тогда, когда выполнено условие Mf = 0, при этом g ∈ E1 при f ∈ E2.

Доказательство леммы состоит в явном построении решения линейной задачи в
виде рядов Фурье и доказательстве принадлежности полученных рядов k соответ-
ствующим пространствам.
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Таким образом, при сделанных предположениях ядро и коядро оператора B име-
ют размерность, равную единице. Как следует из общей теории ветвления решений
нелинейных уравнений [1], появление нетривиальных решений урванения (6) связано
с разрешимостью так называемого уравнения разветвления, которое в обозначениях
работы [1] имеет в нашем случае вид:

∞
∑

k=2

Lk0ζ
k +

∞
∑

k=0

ζk
∞
∑

l=1

Lklh
l = 0, (7)

где h = α2 − ᾱ2.
Непосредственный анализ оператора F показывает, что в нашем случае все ко-

эффициенты L0l равны нулю, поэтому уравнение (7) принимает вид

L11ζh+ L20ζ
2 + ... = 0,

где многоточие заменяет члены, обязательно содержащие ζ в качестве множителя,
так что после сокращения на ζ, получаем

L11h+ L20ζ + ... = 0. (8)

По теореме о неявной функции достаточным условием разрешимости уравнения
(8) есть условие L11 6= 0, которое в терминах исходного уравнения (6) можно за-

писать в виде [1]: L11 = 2M(F11ϕ0), где F11 = 1
2

∂2F (0,ᾱ2)
∂w∂α2

, ϕ0– сообственная фун-
кция оператора B. Проведенные вычисления приводят к следующему результату:
L11 = Φα2

(0, k̄, ᾱ2).
Теорема. Пусть выполняются условия утверждения 1 и леммы, Φ(0, k̄, ᾱ2) = 0,

Φα2
(0, k̄, ᾱ2) 6= 0, тогда в некоторой окрестности точки ᾱ2 ∈ R

1 существует нетриви-
альные решения термодиффузионной квазистационарной задачи Стефана.

Тривиальному решению соответствует плоский фронт кристализации.
Отметим, что ранее устойчивость решений квазистационарной термодиффузион-

ной задачи Стефана в линейном приближении в неточной постановке рассматрива-
лась в работах [2,3] и что аналогичное стационарное решение задачи кристализации
без учета примеси устойчиво в линейном приближении.
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ЗАДАЧА СТЕФАНА

Доповiдi АН УРСР–1986,–№11

Сучасний стан проблеми Стефана представлено в оглядi [1]. Нестацiонарнi ба-
гатовимiрнi задачi Стефана вивчались в класах гладких функцiй в [2-6]. В роботах
[2-4] доведено iснування розв’язку в цiлому по часу t однофазної задачi для рiвняння
теплопровiдностi в припущеннi

|grad u0|Γ0
6= 0, (1)

де u0– початковий розподiл температури, Γ0– початкове положення вiльної (невiдо-
мої) межi, але гладкiсть розв’зку встановлена при t > 0. В [5] за умови (1) одержана
теорема iснування в малому по часу для квазiлiнiйного параболiчного рiвняння за
допомогою деякої регуляризацiї умов на невiдомiй межi, при цьому має мiсце зна-
чний зазор мiж гладкiстю розв’язку i гладкiстю початкових умов. В [6] умова (1)
не обов’язкова, використовується теорема Неша-Мозера про неявну функцiю, так
що згадуваний зазор з’являється з необхiднiстю. В цьому повiдомленнi, iнiцiйова-
ному обговоренням проблеми авторами [7], пропонується метод доказу iснування
розв’язку задачi Стефана в малому по часу при виконаннi (1), котрий може бути
застосований в одно- або двофазних випадках для квазiлiнiйних параболiчних рiв-
нянь, при цьому степiнь гладкостi початкових умов i розв’язку збiгаються. Нехай
Ω ⊂ Rn, ΩT = Ω× (0, T ). Гельдеровi простори функцiй H l(Ω), H l,l/2(Ω̄T ), H

0

l,l/2(Ω̄T ),

норми | · |(l)Ω , | · |(l)ΩT
, та пiвнорми 〈·〉(l)Ω , 〈·〉(l)ΩT

в них означенi в [7, c. 16, 349]. Мно-

жину функцiй з H l,l/2(Ω̄T ) (H
0

l,l/2(Ω̄T )), для яких ut ∈ H l−1, l−1

2 (Ω̄T ) (H
0

l−1, l−1

2 (Ω̄T )),

позначимо Ĥ l,l/2(Ω̄T ), (Ĥ
0

l,l/2
).

1. Допомiжна задача з вiльною межею. Нехай Π = {(y1, y2) : y1 ∈ R1, y2 > 0},
Γt : y2 = ξ(y1, t)– поверхня, така, що при кожному t ∈ [0, T ] крива y2 = ξ(y1, t)
розподiляє Π на зв’язанi областi Gt i G1t, причому Gt мiстить нижню основу Π.
Треба вiдшукати перiодичнi по y1 поверхню Γt та функцiю u(y, t) в областi G(T ) =
{(y, t) : y ∈ Gt, t ∈ (0, T )} за умовами:

ut −∇2u = 0 в G(T ); u(y1, 0, t) = f(y1, t) > 1, u(y, 0) = u0(y) ≥ 1,

ξ(y1, 0) = ξ0(y1) > 0; u = 1, (∇u, n) + µξt(1 + ξ2y1
)−1/2 = 0 на Γ(T ), (2)

де Γ(T ) = {(y, t) : y2 = ξ(y1, t), t ∈ (0, T )}, µ > 0– стала, u0(y), ξ0(y1)– перiодичнi по
y1 функцiї, u0(y) > 1 в G0, n– одинична зовнiшня нормаль до Gt. Для означеностi
розглянемо задачу при y1 ∈ (−1, 1) з перiодом рiвним 2.
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При замiнi змiнних x1 = y1, x2 = y2/ξ(y1, t) образом G(T ) є область ΩT = Ω ×
(0, T ), Ω = {x : x1 ∈ (−1, 1), x2 ∈ (0, 1)}, i образом Γ(T )– γT = γ × (0, T ), γ = {x :
x1 ∈ (−1, 1), x2 = 1}. У нових змiнних (2) зводиться до задачi вiдшукання функцiй
v(x, t) = u(y(x, t), t)ξ(x1, t), визначених в фiксованих областях, за умовами:

vt + (hξ ,∇v) −∇2
ξv = 0 в ΩT ; v(x1, 0, t) = f(x1, t), v(x, 0) = w(x),

ξ(x1, 0) = ξ0(x1); v = 1, (∇ξv, nξ) + µξt = 0 на γT , (3)

де ∇ξ =

(

∂

∂x1
− x2

ξx1

ξ

∂

∂x2
,
1

ξ

∂

∂x2

)

, hξ =

(

0,−x2
ξt
ξ

)

,

nξ = (−ξx1
, 1), w(x) ∈ H3+α(Ω̄),

∂w

∂x2
< 0, ξ0(x1) ∈ H3+α(γ̄),

f(x1, t) ∈ H3+α, 3+α
2 (D̄T ), D = {x : x1 ∈ (−1, 1), x2 = 0}.

Всi заданi та шуканi функцiї перiодичнi по x1, гладкiсть початкових умов у задачах
(2) та (3) збiгається.

Теорема 1. Нехай в задачi Стефана (3) виконуються умови погодження. Тодi
знайдеться T0 > 0, залежне вiд даних задачi, таке, що iснує розв’язок v(x, t) ∈
H3+α, 3+α

2 (Ω̄T ), ξ(x1, t) ∈ Ĥ3+α, 3+α
2 (γ̄T ) для кожного T ∈ (0, T0).

Доведення розбивається на два етапи. Спочатку доводиться iснування розв’яз-

ку v(x, t) ∈ H2+α, 2+α
2 (Ω̄T ), ξ(x1, t) ∈ Ĥ2+α, 2+α

2 (γ̄T ), а потiм установлюється, що в
дiйсностi цей розв’язок має бiльш високу гладкiсть.

Нехай функцiї w1(x, t) ∈ H3+α, 3+α
2 (Ω̄T ), ξ(x1, t) ∈ H3+α, 3+α

2 (γ̄T ) такi, що w1 = 1
на γT , w1 = f(x1, t) на DT , w1(x, 0) = w(x), ∂w1

∂t (x, 0) = ∂v
∂t (x, 0), ξ1(x1, 0) = ξ0(x1),

∂ξ1
∂t (x, 0) = ∂ξ

∂t (x, 0). Функцiї ∂v
∂t (x, 0),

∂ξ
∂t (x1, 0) будуються за початковими умовами,

а w1, ξ1– так, як в [7, гл.4]. Розв’язок задачi (3) будемо шукати у виглядi

ξ(x1, t) = ξ1(x1, t) + s(x1, t), v(x, t) = w(x, t) +
∂w1

∂x2
x2

s

ξ1
+ θ(x, t). (4)

Нехай
0
H
0

2+α

(Ω̄T )– звуження на [-1,1] перiодичних по x1 функцiй iз H
0

2+α, 2+α
2 , для

яких θ(x1, 0, t) = 0, Ĥ
0

2+α
(γ̄T )– звуження на [-1,1] перiодичних по x1 функцiй iз

Ĥ
0

2+α, 2+α
2 , H1 =

0
H
0

2+α

(Ω̄T ) × Ĥ
0

2+α
(γ̄T )– простiр елементiв ψ = (θ, s) з нормою:

‖ψ‖H1
= ‖θ‖2+α

ΩT
+ ‖s‖2+α

γT
+ ‖st‖1+α

γT
. Впровадимо простiр H2 = H

0

α(Ω̄T ) ×H
0

1+α(γ̄T )

×H
0

2+α(γ̄T ) з елементами h = (f1, f0, f2) i нормою, яка дорiвнює сумi норм компонент

h, де H
0

l– вiдповiднi звуження просторiв перiодичних функцiй.
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Розвиваючи рiвностi в (3) пiсля пiдстановки (4) по степенях (θ, s) та їх похiдних,
одержимо

Aψ = z(x, t) + F(ψ), ψ ∈ H1, F(ψ), z ∈ H2, (5)

де A ∈ [H1,H2], розкладання F(ψ) по ψ починається з членiв другого порядку,
вектор z(x, t) будується тiльки за початковими умовами. Розглянемо лiнiйну задачу

Aψ = h, ψ ∈ H1, h ∈ H2, (6)

яка в бiльш детальнiй формi запису має вигляд

∂θ

∂t
−

∑

aij
∂2θ

∂xi∂xj
+

∑

ai
∂θ

∂xi
+ c1

∂s

∂x1
+ c2s = f1 в ΩT ;

µ
∂s

∂t
+

∑

bi
∂θ

∂xi
+ µ1

∂s

∂x1
+ µ2s = f0, θ − d2s = f2 на γT , (7)

де коефiцiєнти знаходяться по функцiях w1 та ξ1. Обернений оператор A−1 в задачi
(6) будується за допомогою розбиття одиницi в Ω та побудови регуляризатора по
деякiй сукупностi модельних задач, якi фактично одержуються iз (7) утриманням
старших членiв i заморожуванням коефiцiєнтiв в деякiй точцi x(k) ∈ Ω̄, t = 0 (див.
[7], гл. 4). Центральною є модельна задача вигляду

∂θ

∂t
−

∑

āij
∂2θ

∂xi∂xj
= f1 в R̄2

T ; µ
∂s

∂t
+

∑

b̄i
∂θ

∂xi
+ µ̄1

∂s

∂x1
= f0,

θ − d̄2s = f2 на R1
T ; (f1, f0, f2) ∈ H

0

α,α/2(R̄2
T ) ×H

0

1+α, 1+α
2 (R1

T ) ×H
0

2+α, 2+α
2 (R1

T ),

(θ, s) ∈ H
0

2+α, 2+α
2 (R̄2

T ) × Ĥ
0

2+α, 2+α
2 (R1

T ), (8)

де R̄2 = {x : x2 < 0}, āij = aij(x
(k)
1 , 1, 0), b̄i = bi(x

(k)
1 , 0) тощо, x

(k)
1 ∈ [−1, 1].

Лема 1. Задача (8) розв’язувана у вказаних класах для довiльного T > 0. Для
розв’язку виконується нерiвнiсть

〈θ〉(2+α)

R̄2
T

+ 〈s〉(2+α)

R1
T

+ 〈st〉(1+α)

R1
T

≤ c(T )[〈f1〉(α)

R̄2
T

+ 〈f0〉(1+α)

R1
T

+ 〈f2〉(2+α)

R1
T

], (9)

де c(T ) залишається обмеженою при T → 0.
Доведення леми полягає в безпосереднiй побудовi розв’язку за допомогою iнте-

гральних перетворень Фур’є та Лапласа. Маємо (тут використовується умова (1))

s̃(λ, p) = ϕ̃(λ, p)K̃(λ, p), K̃(λ, p) = [cp +
√

p+ δ2λ2 + iλδ1]
−1,
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де ϕ(x1, t) ∈ H
0

1+α, 1+α
2 (R1

T ), c > 0, δ, δ1– дiйснi, постiйнi, функцiя K̃(λ, p) має про-

образ

K(x1, t) =
1

4c|δ|π

∫ t

0
u−

3

2 exp

[

−(4δ2u)−1

(

x1 − δ1
t− u

c

)2
]

d1(q)du,

d1(q) =
d

dq
e−

q2

2 , q =
t− u

c
√

2u
. (10)

Iз зображення (10) випливає оцiнка |Dm1
x1
Dm2

t K(x1, t)| ≤ c(t)(x2
1 + t2)−

1+m1+m2
2 , де

c(t) залишається обмеженою при t→ 0. Нерiвнiсть (9) одержується безпосередньо iз
зображення s(x1, t) у виглядi згортки i оцiнки розв’язку рiвняння теплопровiдностi
в напiвпросторi (див. [7], гл. 4). Аналогiчна модельна задача ранiше розглядалася у
[8].

Лема 2. Лiнiйна задача (6) має єдиний розв’язок при T ≤ T0, де T0 залежить вiд
даних задачi i не залежить вiд h. Для розв’язку виконується нерiвнiсть

‖ψ‖H1
≤ c‖h‖H2

(11)

з деякою сталою c.
Нелiнiйну задачу (5) можна записати у виглядi ψ = H(ψ) ≡ A−1z + A−1F(ψ)

i показати за допомогою (11), що в деякiй кулi Br ⊂ H1 з центром у нулi опера-
тор H задовольняє умови принципу стиснених вiдображень внаслiдок бiльш високої
гладкостi елемента z (тут це iстотно) та мализни r i T .

Лема 3. Нехай в задачi Стефана виконуються умови погодження. Тодi знайде-
ться T0 > 0, залежне вiд даних задачi, таке, що для всякого T ∈ (0, T0) iснує розв’я-

зок v(x, t) ∈ H2+α, 2+α
2 (Ω̄T ), ξ(x1, t) ∈ Ĥ2+α, 2+α

2 (γ̄T ).
Щоб закiнчити доведення теореми 1, треба здиференцiювати по x1 спiввiдно-

шення в (3), що перетворює їх в лiнiйнi спiввiдношення вiдносно старших похiдних
функцiй ∂v

∂x1
(x, t), ∂ξ

∂x1
(x1, t). Для цих функцiй одержуємо лiнiйну задачу вигляду (6),

для якої вiрне твердження леми 2. Звiдси випливає гладкiсть v, ξ, яка вимагається.
2. Легко бачити, що теорема 1 залишається справедливою в багатовимiрному

випадку, крiм того розв’язок задачi (3) належить класам H l+α, l+α
2 , якщо початковi

умови обираються з класу H l+α при l ≥ 3.
Подальше узагальнення полягає в переносi теореми 1 на випадок областей за-

гального вигляду, в котрих розглядається задача Стефана. Нехай Ω0– задана область
в R3, ∂Ω0 = Γ ∪ Γ0, причому Γ розташоване всерединi обмеженої областi з межею
Γ0; Γ, Γ0 ∈ H l+α, l ≥ 3. Нехай (ω1, ω2)– деякi координати на Γ0T , n(ω)– зовнiшня
до Ω0 одинична нормаль на Γ0, ρ(ω, t)– деяка функцiя на Γ0T , ρ(ω, 0) = 0. Нехай
Qρ,T– область, обмежена площинами t = 0, t = T i поверхнями Γρ,T = {(y, t) :
y = ω + ρ(ω, t)n(ω), ω ∈ Γ0, t ∈ [0, T ]} i ΓT . Однофазна задача Стефана полягає у
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вiдшуканнi функцiй u(y, t), ρ(ω, t), за умовами

ut −∇2u = 0 в Qρ,T ; u(y, 0) = u0(y), u = b(y, t) на ΓT ;

u = 1, µ cos( ~N, t) −
3

∑

k=1

cos( ~N, yk)uyk
= 0 наΓρ,T , (12)

де ~N = ~N(ω, t)– нормаль до Γρ,T , u0(y) ∈ H l+α(Ω̄0), b(y, t) ∈ H l+α, l+α
2 (Γ̄T ).

Вказана парметризацiя вiльної межi Γρ,T дозволяє привести задачу (12) до задачi
у фiксованiй областi (див. [6] i тими ж методами, якi використовувалися при вивчен-
нi допомiжної задачi, у припущеннi (1) довести iснування розв’язку в малому по t;

при цьому встановлюється, що ρ(ω, t) ∈ Ĥ2+α, 2+α
2 (Γ0T ). Нехай y0 ∈ Γ0, y

′ = (y1, y2)
i (y′, y3)– система координат, у якiй y3 спрямовано вздовж n(y0). У координатах
(y′, y3) вiльна межа знайденого розв’язку може бути зображена у виглядi y3 = ξ(y′, t)

∈ Ĥ2+α, 2+α
2 , оскiльки l ≥ 3. Зсувом цiєї системи координат можна досягти нерiвностi

ξ(y′, t) ≥ a0 = const > 0 в деякому околi y′ = 0. Можна вважати, що вихiдна система
координат задовольняє цi умови. Нехай U = {(y, t) : −b0 ≤ y1, y2 ≤ b0, y3 > 0, t > 0},
B = U ∩ Qρ,T , де b0– достатньо мале. В областi B функцiї u(y, t), ξ(y′, t) задоволь-
няють диференцiальнi умови з (2), причому початковi значення u(y, 0), ξ(y′, 0) на-
лежать класам H l+α. Виконуючи замiну змiнних x′ = y′, x3 = y3/ξ(y

′, t) i дiючи
далi так, як при дослiдженнi допомiжної задачi, для вiдповiдних функцiй ∂v

∂xi
, ∂ξ

∂xi
,

i = 1, 2, помножених на деяке зрiзання η(x) ∈ C∞, одержимо задачу вигляду (6). За-

стосування леми 2 дає тодi, що u(y, t), ξ(y′, t) є функцiями класiв H3+α, 3+α
2 , Ĥ3+α, 3+α

2

вiдповiдно. При бiльш гладких початкових умовах процес пiдвищення гладкостi мо-
жна продовжити.

Теорема 2. Нехай для задачi Стефана (12) виконуються умова (1) i умови пого-
дження необхiдного порядку. Тодi знайдеться T0,що залежить вiд даних задачi таке,
що для всякого T ∈ (0, T0) iснує розв’язку цiєї задачi, для якого Γρ,T є многовидом

класу Ĥ l+α, l+α
2 , u(y, t) ∈ H l+α, l+α

2 (Q̄ρ,T ).
Аналогiчне твердження справедливе для двофазної задачi Стефана, при вивчен-

нi якої неiстотно змiнюється модельна задача (8), а всi останнi мiркування повто-
рюються майже дослiвно. Оскiльки основнi труднощi в запропонованому методi по-
в’язанi з вивченням лiнеаризованої задачi, то перенесення результатiв на випадок
квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь теж не викликає труднощiв.
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СТАЦИОНАРНАЯ ДВУХФАЗНАЯ ЗАДАЧА СТЕФАНА С
КОНВЕКТИВНЫМ ТЕПЛОПЕРЕНОСОМ В ЖИДКОЙ ФАЗЕ

Математическая физика и нелинейная механика–1986,–5№39

Рассматривается задача кристаллизации в предположении, что в жидкой фазе
движения моделируется течением равномерно завихренной жидкости. В ограничен-
ной области Ω ⊂ R2 требуется найти кривую γ̃, разбивающую Ω на части Ω̃1 и Ω̃2,
функции ui(x), определенные в Ω̃i, функцию ψ(x) в Ω̃2 по условиям:

∆u1 = 0 в Ω̃1,

∆u2 = ψx2
u2x1

− ψx1
u2x2

, ∆ψ = µ в Ω̃2,

ui = ϕi(x) при x ∈ ∂Ω̃i \ γ̃, ψ = 0 при x ∈ ∂Ω̃2,

ui = 0,
∂u1

∂n
−
∂u2

∂n
= 0 при x ∈ γ̃. (1)

Здесь ψ– функция тока; µ– параметр, характеризующий степень завихренности дви-
жения в жидкой фазе; n– внешняя к Ω̃1 нормаль. Относительно Ω будем предпо-
лагать, что она ограничена поверхностью класса C3

α, такой же гладкостью должны
обладать функции ϕi(x) и составленная из них функция ϕ(x), равная ϕ1(x) при
x ∈ ∂Ω̃1 \ γ̃ и ϕ2(x) при при x ∈ ∂Ω̃2 \ γ̃, причем ϕ(x) обращается в нуль в двух
точках Ai границы Ω, ϕ1(x) ≤ 0, ϕ2(x) ≥ 0.

Решение задачи (1), соответствующее µ = 0, будем называть тривиальным. До-
кажем возможность продолжения тривиального решения по µ при малых значениях
этого параметра.

Тривиальное решение описывается соотношениями ∆w = 0 в Ω, w = ϕ на ∂Ω,
ψ = 0, кривая γ является линией уровня: w = 0 и делит Ω на Ω1, в которой w ≤ 0,
и Ω2, в которй w ≥ 0. Будем обозначать w1 = w|Ω1

, w2 = w|Ω2
. Предположим, что γ

образует с ∂Ω ненулевые углы в точках Ai, что легко можно выразить в терминах
функции ϕ(x). При сделанных предположениях относительно гладкости ϕ(x) и ∂Ω
функция w ∈ C3

α. Предположим также, что |∇w| 6= 0 на γ̄.
В областях Ω1, Ω2 введем новые переменные (y1, y2), связанные со старыми

(x1, x2) тождественным преобразованием. Пусть Ω1, Ω2 отображаются на Ω̃1, Ω̃2

соответственно по закону

x1 = y1 + fi(y1, y2), x2 = y2 + gi(y1, y2), (2)
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так что γ отображается на γ̃ и ∂Ω– на себя тождественно, и, кроме того, f1 = f2,
g1 = g2 на γ. Отсюда следует, что fi = gi = 0 на ∂Ω. Если известны значения
fi = f̄i(y), gi = ḡi(y) на γ, причем f̄i(Aj) = ḡi(Aj), i, j = 1, 2, то f̄i(y), ḡi(y) мо-
жно продолжить в Ωi следующим образом. Достаточно это продолжение построить
в окрестности произвольной точки γ. В окрестности данной точки введем локаль-
ную систему координат (z1, z2), в которой уравнение куска γ имеет вид z2 = 0 (если
в качестве такой точки выбрана Ai, то для точек γ имеем также z1 ≤ 0). Пусть
ζ(z2)– бесконечно дифференцируемая функция с достаточно малым носителем, со-
держащим нуль и ζ(0) = 1. Рассмотрим функции f̄i(y(z))· ζ(z2) = f(z1, z2), ḡi(y(z))
×ζ(z2) = g(z1, z2). Возвращаясь к прежним переменным (y1, y2) и склеивая фун-
кции f(z1, z2), g(z1, z2) с помощью разбиения единицы в области Ω, получаем фун-
кции fi(y), gi(y), определенные в Ω̄i, причем они совпадают с заданными на γ и
равны нулю на остальной части границы Ωi. Свойства гладкости полученных таким
образом fi(y), gi(y) определяются свойствами гладкости f̄i, ḡi, γ и ∂Ω.

От задачи (1) со свободной (неизвестной) границей перейдем с помощью замены
(2) к задаче в фиксированной области в переменных (y1, y2) и, кроме того, введем
функции vi = ui −wi. Тогда для определения функций vi(y), ψ(y), fi(y), gi(y) полу-
чим краевую нелинейную задачу сопряжения

L1(v1, f1, g1) = 0 в Ω1,

L2(v2, f2, g2, ψ) = 0 в Ω2,

L3(ψ, f2, g2, µ) = 0 в Ω2,

L0(v1, v2, f1, g1, f2, g2) = 0 на γ, v1|γ = v2|γ = 0,

v1 = 0 на ∂Ω1 \ γ, v2 = 0 на ∂Ω2 \ γ, ψ = 0 на ∂Ω2, (3)

где Li, i = 1, 2, 3– некоторые дифференциальные операторы второго порядка, L0–
дифференциальный оператор первого порядка. Очевидно, что при µ = 0 задача (3)
имеет нулевое решение vi = fi = gi = ψ = 0.

На множествах Ωi введем функциональные пространства Λk
α(Ωi), норма в кото-

рых вводится следующим образом:

‖v‖Λk
α(Ωi) =

∑

|ξ|≤k

sup
Ωi

(ρ|ξ|−k−α|Dξ
yv|) +

∑

|ξ|=k

sup
y1,y2∈Ωi

|Dξ
yv(y1) −Dξ

yv(y2)|

|y1 − y2|α
, (4)

где ρ– сумма расстояний от (y1, y2) до точек Ai.
Аналогично вводится пространство Λk

α(γ). Используя явный вид операторов Li

и свойства функции w(y), легко проверить, что оператор, задаваемый левыми ча-
стями задачи (3), переводит элемент κ = ((v1, v2, f1, g1, f2, g2, ψ), µ) такой, что v1, f1,
g1 ∈ Λ2

α(Ω1), v2, f2, g2 ∈ Λ2
α(Ω2), ρ

αψ ∈ Λ2
α(Ω2), µ ∈ R1, в элемент F = (F1, F2, F3, F0),
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для которого F1 ∈ Λ0
α(Ω1), F2 ∈ Λ0

α(Ω2), ρ
αF3 ∈ Λ0

α(Ω2), F0 ∈ Λ1
α(γ), причем это ото-

бражение непрерывно дифференцируемо в окрестности точки ((0), 0). Для доказа-
тельства возможности продолжения нулевого решения задачи (3) по µ покажем, что
оператор линейной задачи, полученной линеаризацией нелинейной задачи (3) на ну-
левом решении, имеет ограниченный обратный оператор и воспользуемся теоремой
о неявной функции в функциоанальных пространствах.

Линейная задача формулируется следующим образом. При заданых Fi из соо-
тветствующих пространств требуется определить функции ui, fi, gi, ψ из условий

∆u1 = F1 в Ω1, ∆u2 = ψy2
wy1

− ψy1
wy2

+ F2 в Ω2,

∆ψ = F3 в Ω2, ψ = 0 на ∂Ω2,

u1 = 0 на ∂Ω1 \ γ, u2 = 0 на ∂Ω2 \ γ,

u1 = u2 = −
∂w1

∂y1
f1 −

∂w1

∂y2
g1 = −

∂w2

∂y1
f2 −

∂w2

∂y2
g2 на γ,

∂u1

∂n
−
∂u2

∂n
= F0 на γ. (5)

Эта задача, как легко видеть, распадается на задачу Дирихле для функции ψ(y):

∆ψ = F3 в Ω2, ψ = 0 на ∂Ω2, (6)

и задачу сопряжения для функций ui(y):

∆u1 = F1 в Ω1, ∆u2 = F̄2 ≡ ψy2
wy1

− ψy1
wy2

+ F2 в Ω2,

u1 = u2,
∂u1

∂n
−
∂u2

∂n
= F0 на γ. (7)

Решая последнюю задачу, определяем величину ∂wi
∂y1

fi +∂wi
∂y2

gi на γ и для устране-
ния оставшегося произвола в выборе функций fi(y), gi(y) требуем, например, чтобы
выполнялось соотношение

−
∂wi

∂y2
fi +

∂wi

∂y1
gi = 0. (8)

Тогда сможем найти fi, gi на γ и указанным выше способом продолжить их в области
Ωi с сохранением класса.

При ραF3 ∈ Λ0
α(Ω2) задача (6) однозначно разрешима в классе функций, для

которых ραψ ∈ Λ2
α(Ω2), и выполняется оценка ‖ραψ‖Λ2

α(Ω2) ≤ c‖ραF3‖Λ0
α(Ω2). При

этом F̄2 ∈ Λ0
α(Ω2) [2,3].

Для задачи (7), используя свойства потенциала простого слоя, распространен-
ного вдоль дуги γ с плотностью F0, и результаты исследования задачи дифракции
[2], можно утверждать, что она однозначно разрешима при любых правых частях
Fi ∈ Λ0

α(Ωi), i = 1, 2, F0 ∈ Λ1
α(γ), и функция u(y), равная u1(y) в Ω1 и u2(y) в
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Ω2, принадлежит классам C0
α(Ω̄) и C2

α(Ω̂i), где Ω̂i получается из Ωi выбрасыванием
окрестностей точек Ai.

Для получения оценки решения задачи линейного сопряжения в точках пере-
сечения γ с ∂Ω применим работы [1,3]. При этом изучим модельную задачу в L2

пространствах.
Модельная задача в точках Ai состоит в следующем. Пусть полуплоскость z1 ≤ 0

плоскости (z1, z2) бесконечным лучом l, образующим угол ω0 с осью z1, делится на
части G1 и G2. Требуется найти функции v1(z), v2(z), s(z1) такие, чтобы

∆vi = Fi в Ωi, vi = 0 при z1 = 0,

v1 − v2 = 0, v1 = s,
∂v1
∂n

−
∂v2
∂n

= F0 на l. (9)

В задаче (9) перейдем к полярной системе координат (r, ω), а затем сделаем замену
r = e−τ . В переменных (τ, ω) получим

∆v1 = e−2τF1 ≡ F1 в D1 = {(τ, ω) : τ ∈ R1, ω ∈ (0, ω0)},

∆v2 = e−2τF2 ≡ F2 в D2 = {(τ, ω) : τ ∈ R1, ω ∈ (ω0, π)},

v1 = 0 при ω = 0, v2 = 0 при ω = π,

v1 = v2, v1 = s,
∂v1
∂ω

−
∂v2
∂ω

= e−τF0 ≡ F0 при ω = ω0. (10)

Преобразование Фурье по переменной τ приводит к соотношениям

d2ṽi

dω2
− λ2ṽi = F̃i в Di,

ṽ1|ω=0 = ṽ2|ω=π = 0, ṽ1|ω=ω0
= ṽ2|ω=ω0

= s̃,

dṽ1
dω

−
dṽ2
dω

= F̃0 при ω = ω0. (11)

Однородная задача (11) имеет нетривиальные рещения sinnω и ее собственными
числами являются λ = in, n = 1, 2, ... Пусть Ri(λ)− обратный оператор в задаче
d2ṽi
dω2 − λ2ṽi = F̃i в Di с нулевыми граничными условиями на ∂Di, и пусть ṽi =

ũi +Ri(λ)F̃(λ). Для ũi, s̃ получим задачу

d2ũi

dω2
− λ2ũi = 0, ũ1|ω=0 = ũ2|ω=π = 0,

ũ1|ω=ω0
= ũ2|ω=ω0

= s̃,
dũ1

dω
−
dũ2

dω
= f̃(λ) ≡

≡ F̃0 −
∂

∂ω
R1(λ)F̃1(λ) +

∂

∂ω
R2(λ)F̃2(λ) при ω = ω0.
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Решение этой задачи выписывается явно:

ũ1 =
sinhλω sinhλ(π − ω0)

λ sinhλπ
f̃(λ) ≡ Q1(λ)f̃(λ),

ũ2 =
sinhλω0 sinhλ(π − ω)

λ sinhλπ
f̃(λ) ≡ Q2(λ)f̃(λ),

s̃ =
sinhλω0 sinhλ(π − ω0)

λ sinhλπ
f̃(λ) ≡ R3(λ)f̃(λ), (12)

так что для задачи (10) имеем

ṽi = Qi(λ)f̃(λ) +Ri(λ)F̃i(λ), s̃(λ) = R3(λ)f̃(λ).

Операторы Ri(λ), i = 1, 2, 3, имеют особенности при λ = iπn
ω0
, λ = i πn

π−ω0
, λ = in,

операторы Qi(λ)– при λ = in, n = ±1,±2, ...
Из решения (12) непосредственно получим

|λ|4(‖ũ1‖
2
L2(0,ω0)

+ ‖ũ2‖
2
L2(ω0,π)) + ‖ũ1‖

2
W 2

2
(0,ω0) + ‖ũ2‖

2
W 2

2
(ω0,π) ≤ c(1 + |λ|)|f̃ (λ)|2.

Для функций Ri(λ)F̃i(λ) такого вида оценка известна. Таким образом,

|λ|4‖ṽi‖
2
L2

+ ‖ṽi‖
2
W 2

2

≤ c[(1 + |λ|)|f̃(λ)|2 + ‖F̃i‖
2
L2

],

(1 + |λ|3)|s̃|2 ≤ c(1 + |λ|)|f̃ (λ)|2.

Пусть m1(τ) = ∂
∂ωF−1(R1(λ)F̃1(λ))|ω=ω0

, где F−1– обратное преобразование Фу-

рье. Тогда, как известно, m1(τ) ∈ W
1/2
2 (R1) при F1(τ, ω) ∈ L2(D1) и ‖m1‖W

1/2

2
(R1)

≤ c‖F1‖L2(D1). Поэтому из равенства Парсеваля имеем

∫ ∞

−∞
(1 + |λ|)|m̃1(λ)|2dλ ≤ c

∫ ∞

−∞
‖F̃1(λ)‖2

L2(0,ω0)
dλ.

Заметим, что m̃1(λ) = ∂
∂ωR1(λ)F̃1(λ)|ω=ω0

. Аналогичное неравенство выполняется

для m̃2(λ) = ∂
∂ωR2(λ)F̃2(λ)|ω=ω0

. Используя это замечание для оценки f̃(λ), получа-
ем

|λ|4(‖ṽ1‖
2
L2(0,ω0) + ‖ṽ2‖

2
L2(ω0,π)) + ‖ṽ1‖

2
W 2

2
(0,ω0) + ‖ṽ2‖

2
W 2

2
(ω0,π) + (1 + |λ|3)|s̃|2

≤ c[(1 + |λ|)(|F̃0(λ)|2 + |m̃1(λ)|2 + |m̃2(λ)|2) + ‖F̃1‖
2
L2(0,ω0) + ‖F̃2‖

2
L2(ω0,π)]. (13)

Неравенство (13) справедливо для тех λ, для которых Im λ не совпадает ни с одним

из чисел множества N =
{

πn
ω0
, πn

π−ω0
, n

}

, n = ±1, ±2, ...
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На множествах Di рассмотрим пространство функций W k
2,β(Di), C

k
α,β(Di). При

этом для v ∈W k
2,β(Di) норма функции определяется равенством

‖v‖W k
2,β(Di)

= ‖eβτv‖W k
2

(Di)
,

а для v ∈ Ck
α,β(Di) равенством ‖v‖Ck

α,β(Di)
= ‖eβτv‖Ck

α(Di). Аналогично пространства

вводятся на R1. Если проинтегрировать неравенство (13) по прямой Im λ = β,
причем β не совпадает ни с одним из чисел множества N, то для решения задачи
(10) получим оценку

‖v1‖W 2

2,β(D1)+‖v2‖W 2

2,β(D2)+‖s‖
W

3/2

2,β (R1)
≤ c(‖F0‖W

1/2

2,β (R1)
+‖F1‖L2,β(D1)+‖F2‖L2,β(D2)).

С учетом этой оценки почти дословным повтореним рассуждений работы [3] следует
разрешимость задачи (10) в пространствах Гельдера.

Лемма. Если прямая Im λ = β не содержит чисел множества N, то задача (10)
имеет единственное решение в классах C2

α,β и для него справедлива оценка

‖v1‖C2

α,β(D1) + ‖v2‖C2

α,β(D2) + ‖s‖C2

α,β(R1) ≤ c(‖e−τF0‖C1

α,β(R1) + ‖e−2τF1‖C0

α,β(D1)

+‖e−2τF2‖C0

α,β(D2)). (14)

В неравенстве (14) в качестве β возьмем число β = 2 + α, где α выбрано так,
чтобы β∈̄N, и заметим, что пространство функций Λk

α(bi) с нормой, определяемой
равенством (4) (причем ρ определяется как расстояние до начала координат) в пере-
менных (z1, z2) эквивалентно пространству функций Ck

α,k+α(Di) в переменных (τ, ω).
Поэтому в условиях леммы существует единственное решение задачи (9) и для него
выполняется оценка

‖v1‖Λ2
α(G1) + ‖v2‖Λ2

α(G2) + ‖s‖Λ2
α(R1) ≤ c(‖F0‖Λ1

α(R1) + ‖F1‖Λ0
α(G1) + ‖F2‖Λ0

α(G2)). (15)

С помощью оценки (15) для модельной задачи в точке Ai стандартным образом пе-
реходом к некоторой локальной в точке Ai системе координат и разбиения единицы
[3] можно получить аналогичную оценку для решени задачи (5), (8) в окрестности
точки Ai. Склеивая оценки по всей области Ω, для решения линейной задачи (5),
(8) записываем неравенство

‖u1‖Λ2
α(Ω1) + ‖u2‖Λ2

α(Ω2) + ‖ραψ‖Λ2
α(Ω2) +

∑

i=1,2

‖fi‖Λ2
α(Ωi) +

∑

i=1,2

‖gi‖Λ2
α(Ωi)

≤ c(‖F0‖Λ1
α(γ) +

∑

i=1,2

‖Fi‖Λ0
α(Ωi) + ‖ραF3‖Λ0

α(Ω2)), (16)

которое и означает ограниченность обратного оператора линейной задачи.
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При выводе неравенства (16) учли также тот факт, что величины max
Ωi

|ui|, max
Ω2

|ψ|

можно оценить через правые части задачи.
Таким образом, нами доказано следующее утверждение.
Теорема. Пусть для тривиального решения задачи (1), соответствующего µ = 0,

кривая γ образует с ∂Ω ненулевые углы и |∇w| 6= 0 на γ̄, тогда существует един-
ственное решение задачи (3) для достаточно малых значений параметра µ.

Для полученного решения конечны нормы

‖vi‖Λ2
α(Ωi), ‖fi‖Λ2

α(Ωi), ‖gi‖Λ2
α(Ωi), ‖ραψ‖Λ2

α(Ω2)

и они стремятся к нулю при µ→ 0.
В некоторых случаях при определенной геометрии области Ω отображение (2)

можно конкретизировать. Пусть, например, Ω есть прямоугольник {(x1, x2) : 0 <
x1 < 1, 0 < x2 < l} и задача, аналогичная (1), описывается соотношениями

∆u1 = 0 в Ω̃1, ∆u2 = ψx2
u2x1

− ψx1
u2x2

, ∆ψ = µ в Ω̃2,

u1(x1, 0) = −1,
∂ui

∂x1
|x1=0,1 = 0, ui(x1, ξ(x1)) = 0,

u2(x1, l) = d > 0, ψ = 0 при x ∈ ∂Ω̃2,

∂u1

∂n
−
∂u2

∂n
= 0 при x2 = ξ(x1). (17)

Здесь d = const, кривая γ̃ ищется в виде x2 = ξ(x1). Приведенная постановка зада-
чи интересна тем, что здесь можно явно построить обратный оператор в линейной
задаче и, таким образом, оценить влияние перемешивания жидкой фазы на линию
раздела фаз, используя разложение решения нелинейной задачи в ряд по µ.

Тривиальное решение, соответствующее задаче (17), есть w(x) = d+1
l x2 − 1, а γ

есть отрезок прямой x2 = h = l
d+1 . Сделаеем замену переменных:

x1 = y1, x2 = y2
ξ(x1)

h
+ l = y2 + y2

s(x1)

h
в Ω1,

x1 = y1, x2 = (y2 − l)
l − ξ(x1)

l − h
+ l = y2 + s(x1)

l − y2

l − h
в Ω2,

где s(x1) = ξ(x1)−h есть искомая функция, которая задает отображение Ωi, γ на Ω̃i,
γ̃. После перехода к новым переменным и линеаризации получим линейную задачу

∆u1 = F1 в Ω1, ∆u2 = −ψy1

d+ 1

l
+ F2, ∆ψ = F3 в Ω2,

u1(y1, 0) = 0,
∂ui

∂y1
|y1=0,1 = 0, u2(y1, l) = 0,
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u2 = u1 = −s
d+ 1

l
при y2 = h, ψ = 0 на ∂Ω2,

∂u1

∂y2
−
∂u2

∂y2
= F0 при y2 = h. (18)

Линейная задача (18) в этом случае существенно упрощается в силу условий пе-
риодичности на вертикальных границах области и перпендикулярности γ к таким
кускам границы. В связи с этим исследование решения в окрестности точек Ai не
отличается от рассмотрения во внутренних точках Ω и можно утверждать, что ли-
нейная задача (18) однозначно разрешима в классах Λ2

α при любых периодических
правых частях Fi ∈ Λ0

α, F0 ∈ Λ1
α. Как следствие, отсюда получается разрешимость

нелинейной задачи при малых µ.
Для того, чтобы найти первый член в разложении решения нелинейной задачи по

µ, достаточно выписать решение задачи (18) при Fi = 0, i = 0, 1, 2, F3 = 1. Опуская
громоздкие вычисления, записываем значение s(y1) при этих правых частях:

s(y1) =
∑

m,n=0

(l − h)−1 cos π(2n+ 1)y1
[

(2n + 1)2 +
(

2m+1
l−h

)2
]2

[coth π(2n+ 1)h + coth π(2n + 1)(l − h)]

×
16

π5(2n + 1)
.

Отсюда с точностью до членов, содержащих первые степени µ,

ξ(y1) = h+ µs(y1), |ξ − h| ≤ |µ|/48.

Отметим также, что подобный метод исследования применим и в случае квази-
стационарной задачи Стефана с конвективным теплопереносом в жидкой фазе.
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ON A MODEL PROBLEM WITH SECOND DERIVATIVES WITH

RESPECT TO GEOMETRIC VARIABLES IN THE BOUNDARY

CONDITION FOR SECOND-ORDER PARABOLIC EQUATIONS

Mathematical Notes–1998,–63, №3

Consider the following problem. Let Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, and let some coordinates
ω = (ω1, ..., ωn−1) be introduced on the boundary Γ = ∂Ω. Let ΩT = Ω × (0, T ), and
let ΓT = Γ × (0, T ). It is required to find functions u(x, t) and v(ω, t) satisfying the
conditions

∂u

∂t
− Lu = f0(x, t), (x, t) ∈ ΩT ,

n
∑

i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ L0v = f1(x, t), u− v = 0, (x, t) ∈ ΓT ,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Ω, v(ω, 0) = ψ(ω), ω ∈ Γ, (1)

where

L =

n
∑

i,j=1

aij(x, t)D
2
xixj

+

n
∑

i=1

ai(x, t)Dxi
+ a(x, t), L0 =

n−1
∑

i,j=1

γij(ω, t)D
2
ωiωj

+ γ(ω, t)

are uniformly elliptic operators, (~b(x, t), ~n) ≥ b0 > 0, ~b = (b1, ..., bn), and ~n is the inward
(with respect to Ω) normal on Γ. Obviously, for ψ(ω) = ϕ(x)|Γ, system (1) is equivalent
to the problem of finding a single function u(x, t) with boundary conditions containing
second derivatives along the tangents to the boundary.

Apparently, such a nonclassical boundary value problem was first stated in [1]. The
elliptic version of this problem was treated in [2]. In [3] a similar problem was studied for
the case in which the parabolic operator is given on the boundary ΓT , and in [4] a more
complicated case of a quasilinear problem with a parabolic quasilinear operator on the
boundary was treated. Finally, in [5] the fundamental solution of problem (1) was shown
to exist in the half-space under some restrictions on the coefficients and the right-hand
sides of the problem. Obviously, the fact that the boundary condition in (1) contains
only an elliptic operator makes the linear version of the problem richer in content.

The general scheme for proving the solvability of classical boundary value problems
for parabolic equations (the Dirichlet problem, the Neumann problem) outlined in [6,
Chap. 4], is based on the study of some model problems in the half-space, so that the
properties of these model problems are then transferred to the case of an arbitrary domain
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and arbitrary coefficients from some classes. Following this idea, we obtain a boundary
value problem in our case by freezing the arguments in the coefficients, discarding lower-
order terms, and straightening a part of the boundary Γ, which leads to the following
problem. It is required to find functions u(x, t), v(x′, t), x = (x′, xn), defined in Rn,T

+ =
{(x, t) : x ∈ Rn, xn > 0, t ∈ (0, T )} and Rn−1,T = {(x′, t) : x′ ∈ Rn−1, t ∈ (0, T )},
respectively, and satisfying the conditions

∂u

∂t
− ∆u = f0(x, t), (x, t) ∈ Rn,T

+ ,

n
∑

i=1

bi
∂u

∂xi
+

n−1
∑

i=1

γi
∂2v

∂x2
i

= f1(x, t), u− v = f2(x, t), (x, t) ∈ Rn−1,T ,

u(x, 0) = 0, v(x′, 0) = 0, ~b = (β1, ..., βn−1, 1), min
i
γi ≥ γ0 > 0. (2)

Difficulties inherent in problem (2) are related principally to the study of the smoothness
properties of the function v(x′, t) with respect to the variable t; this implies the special
choice of spaces in which the solvability of problem (2) will be proved.

Let Hk+α,(k+α)/2(ΩT ), where k is an integer, α ∈ (0, 1) be the Hölder function space

with norm |u|
(k+α)
ΩT

and seminorms [6, p.16]

〈u〉(α)
x = sup

x,y,t

|u(x, t) − u(y, t)|

|x− y|α
, 〈u〉

(α)
t = sup

x,τ,t

|u(x, t) − u(x, τ)|

|t− τ |α
,

〈u〉(k+α) = 〈u〉(k+α)
x + 〈u〉

(k+α)
t , 〈u〉(k+α)

x =
∑

2r+s=k

〈Dr
tD

s
xu〉

(α)
x ,

〈u〉
(k+α)
t =

∑

0<k+α−2r−s<2

〈Dr
tD

s
xu〉

((k+α−2r−s)/2)
t .

Let us also introduced the seminorm [7]

[u]α,β = sup
x′,y′,t,τ

|u(x′, xn, t) − u(y′, xn, t) − u(x′, xn, τ) + u(y′, xn, τ)|

|x′ − y′|α|t− τ |β
, α, β ∈ (0, 1),

and consider the subspaces Πk+α, k = 0, 1, 2, of the corresponding spaces Hk+α, k+α
2 for

which the following seminorms are finite:

〈〈u〉〉(α) = 〈u〉(α) + [u](α,α/2), 〈〈u〉〉(1+α) = 〈u〉(1+α) + [u](α,(1+α)/2) + [ux](α,α/2),

〈〈u〉〉(2+α) = 〈u〉(2+α) + [ux](α,(1+α)/2) + [uxx](α,α/2) + [ut]
(α,α/2).

By Π
0

k+α we denote the subsets of functions from Πk+α vanishing at t = 0 together with

their admissible derivatives with respect to t. By ‖ ·‖Πk+α we denote norms in the spaces
Πk+α; they include the above seminorms and the norms from Hk+α,(k+α)/2.
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Theorem 1. In problem (2), let f0 ∈ Π
0

α(Rn,T
+ ), fk ∈ Π

0

k+α(Rn−1,T ), k = 1, 2. Then

problem (2) has a unique solution, and the following inequality holds:

〈〈u〉〉
(2+α)

Rn,T
+

+〈〈v〉〉
(2+α)

Rn−1,T +〈〈D2
x′v〉〉

(1+α)

Rn−1,T ≤ c(T )(〈〈f0〉〉
(α)

Rn,T
+

+〈〈f1〉〉
(1+α)

Rn−1,T +〈〈f2〉〉
(2+α)

Rn−1,T ),

(3)
where c(T ) remains bounded as T → 0.

The proof of the theorem consists in obtaining an explicit expression for the solution
in terms of some potentials and proving the corresponding estimates. Let

Γ(x, t) =

{

(4πt)−n/2 exp(−|x|2/4t), t > 0,
0, t < 0,

be the fundamental solution of the heat equation. Consider the volume potential and
the simple-layer potential

w(x, t) = Γ(x, t) ⋆ f(x, t), f(x, t) ∈ Π
0

α(Rn,T ),

w1(x, t) = −2Γ(x′, xn, t) ⋆ f1(x
′, t), f1(x

′, t) ∈ Π
0

1+α(Rn−1,T ).

The following estimates hold:

〈〈w〉〉
(2+α)

Rn,T ≤ c〈〈f〉〉
(α)

Rn,T , 〈〈w1〉〉
(2+α)

Rn,T
+

≤ c〈〈f1〉〉
(1+α)

Rn−1,T , (4)

where the constants are independent of T . This allows us, without loss of generality, to
consider problem (2) assuming that f0(x, t) ≡ 0.

Let us denote the Fourier transform with respect to x′ and the Laplace transform
with respect to t of the function f(x′, t) by

f̃(λ, p) =

∫

∞

0
e−ptdt

∫

Rn−1

f(x′, t)e−i(λ,x′)dx′, λ ∈ Rn−1.

Then problem (2) can be written in the form

(p+ |λ|2)ũ(λ, xn, p) −
d2ũ

dx2
n

(λ, xn, p) = 0,

∂ũ

∂xn
(λ, 0, p) + i

n−1
∑

k=1

βkλkũ(λ, 0, p) −

n−1
∑

k=1

γkλ
2
kṽ(λ, p) = f̃1(λ, p),

ũ(λ, 0, p) − ṽ(λ, p) = f̃2(λ, p). (5)

Let ũ(λ, xn, p) = m̃(λ, p) exp(−xn

√

p+ |λ|2) be the solution of the differential equation
in (5) decreasing at infinity. Then from the boundary conditions we obtain

m̃(λ, p) = −K̃(λ, p)[f̃1(λ, p) + (
√

p+ |λ|2 − i(β, λ))f̃2(λ, p)] + f̃2(λ, p),
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ṽ(λ, p) = m̃(λ, p) − f̃2(λ, p), K̃(λ, p) =

(

n−1
∑

k=1

γkλ
2
k +

√

p+ |λ|2 − i(β, λ)

)−1

. (6)

The function

K(x, t) =
c

t3/2

∫

∞

0
τ
exp

(

− τ2

4t − (x1+β1τ)2

4(t+γ1τ) − ...− (xn−1+βn−1τ)2

4(t+γn−1τ)

)

(t+ γ1τ)1/2...(t+ γn−1τ)1/2
dτ

is the inverse transform of K̃(λ, p). Relations (6) formally define the solution of problem
(2), and to obtain the estimate (3) at the first step, it suffices to study the smoothness
properties of the function

g(x, t) =

∫ t

−∞

dτ

∫

Rn−1

K(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ, f ∈ Π
0

α(Rn−1,T ),

where the function −m̃(λ, p)
√

p+ |λ|2 is the transform of g(x, t), so that

g(x, t) =
∂u(x′, xn, t)

∂xn
|xn=0.

Lemma 1. The function g(x, t) belongs to Π
0

1+α(Rn−1,T ) and the following estimate

holds:
〈〈g〉〉

(1+α)

Rn−1,T ≤ c〈〈f〉〉
(α)

Rn−1,T . (7)

Note that the estimate (7), together with the second estimate in (4), directly leads
to estimates of

〈〈u〉〉
(2+α)

Rn,T
+

, 〈〈v〉〉
(2+α)

Rn−1,T

via the right-hand side of (3).
The proof of the lemma is based on estimates of the form

∫

∞

0
|Dl

xK(x, t)|dt ≤ c|x|−n+2−l,

∫

Rn−1

|Dl
xK(x, t)|dt ≤ ct−(l+1)/2.

It follows from the first boundary condition in (2) that the function v(x′, t) ∈ Π
0

2+α

(Rn−1,T ) satisfies the relation

n−1
∑

i=1

γi
∂2v

∂x2
i

= F (x′, t), F (x′, t) ∈ Π
0

1+α(Rn−1,T ).

Lemma 2. Let the function w(x, t) ∈ Π
0

2+α(Rn−1,T ) satisfy the equation

∆w = F (x, t), (x, t) ∈ Rn−1,T , F (x, t) ∈ Π
0

1+α(Rn−1,T ).
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Then the following estimates are valid:

〈〈Dxi
Dxj

w〉〉
(1+α)

Rn−1,T ≤ c(T )
(

〈〈F 〉〉
(1+α)

Rn−1,T 〈〈w〉〉
(2+α)

Rn−1,T

)

, (8)

where c(T ) remains bounded as T → 0.
The proof of the lemma is based on the expression for w(x, t) in terms of the volume

potential [8, Chap. III]. Namely, to obtain the estimates (8), we have to consider the
seminorms [·](α,β). Inequalities (7) and (8) imply the estimate (3).

As an example of the application of Theorem 1, let us consider problem (1) for
Ω = Rn

+.
Theorem 2. Suppose that

aij(x, t) ∈ Π1+α(Rn,T
+ ), ai(x, t), a(x, t) ∈ Πα(Rn,T

+ ), γij(x, t), γ(x, t) ∈ Π1+α(Rn−1,T ),

ϕ(x),Dx′ϕ ∈ C2+α(Rn
+), ψ(x) ∈ C3+α(Rn−1), Dx′f0(x, 0) ∈ Cα(Rn

+),

f0(x, t) ∈ Πα(Rn,T
+ ), fk(x, t) ∈ Πk+α(Rn−1,T ), k = 1, 2,

and the consistency conditions of zero order are satisfied. Then for α < 1/2 there exists
a T0 > 0 such that for 0 < T < T0 there exists a unique solution of problem (1) and the
following inequality is valid:

‖u‖
Π2+α(Rn,T

+
)
+‖v‖Π2+α(Rn−1,T ) +‖D2

xv‖Π1+α(Rn−1,T ) ≤ c(‖f0‖Πα(Rn,T
+

)
+‖f1‖Π1+α(Rn−1,T )

+‖f2‖Π2+α(Rn−1,T ) + ‖Dx′f0(x, 0)‖Cα(Rn
+

) + ‖ϕ‖C2+α(Rn
+

) + ‖Dx′ϕ‖C2+α(Rn
+

)

+‖ψ‖C3+α(Rn−1)).

The solvability of problem (1) only in the small with respect to time and the enhanced
smoothness conditions for the coefficients of the problem and the initial data stem from
the loss of smoothness in the inversion of the operator corresponding to problem (1).
Nevertheless, the results obtained can apparently be applied, for example, to the study
of the solvability of nonlinear problems in the small with respect to time in classes
of smooth functions without applying the more elaborate technique of the Nash-Moser
implicit function theorem.

This research was partially supported by the DFFD of the Ukraine under grant No.
1.4/127.
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STEFAN PROBLEM FOR THE LAPLACE EQUATION WITH REGARD

FOR THE CURVATURE OF THE FREE BOUNDARY

Ukrainian Mathematical Journal–1997,–49, №10

1. Statement of the Problem and Principal Result

Denote by Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, a given domain with boundary ∂Ω consisting of two
disjoint components Γ+ and Γ− such that Γ+ lies inside the bounded domain whose
boundary is Γ−. Assume that the surface Γ ⊂ Ω divides Ω into two connected subdomains
Ω± so that ∂Ω± = Γ∪ Γ±. Let ω = (ω1, ..., ωn−1) be certain coordinates on Γ, let
y(ω) ∈ Γ be the corresponding point in Rn, and let ~ν(ω) be a unit vector normal to
Γ and directed inside Ω+. Further, assume that γ0 > 0 is such that the surfaces {y =
y(ω) ± 2~ν(ω)γ, 0 < γ < γ0} do not have self-intersections and do not intersect Γ±,
ΓT = Γ× [0, T ], Γ±

T = Γ± × [0, T ], and Ω±
ρ,T , is the domain bounded by the planes τ = 0

and τ = T and the surfaces Γ±
T and Γρ,T = {(y, τ) : y = y(ω) + ~ν(ω)ρ(ω, τ), τ ∈ [0, T ]},

where |ρ(ω, τ)| < γ0. The required (free) boundary Γρ,T is thus defined of its deviation
from the fixed surface ΓT with respect to the normal [6].

The considered problem with free boundary is to find functions u±(y, τ) and ρ(ω, τ)
defined in the domains Ω±

ρ,T and on ΓT respectively, by the conditions

−∆yu
± = 0, (y, τ) ∈ Ω±

ρ,T , u± = b±(y, τ), (y, τ) ∈ Γ±
T ,

kv = (a−∇yu
− − a+∇yu

+, n̄(y, τ)),

u+ = u− = γk(y, τ), (y, τ) ∈ Γρ,T , u
±(y, 0) = u±0 (y), ρ(ω, 0) = 0, (1)

where a±, γ, and k are given positive constants, k(y, τ) is the mean curvature of the
surface Γρ,T for τ = const, v is the velocity of motion of the free boundary in the
direction of the normal n̄(y, τ) to Γρ,T directed inside Ω±

ρ,T , b
±(y, τ) are given functions,

and ∇y = {∂/∂yi}, ∆y = ∇2
y. We consider the spaces H l+α(Ω̄), where l is an integer

number and α ∈ (0, 1), and the spaces H
l+α,(l+α)/3
x,t (Ω̄T ) constructed by analogy with the

spaces H
l+α,(l+α)/2
x,t (Ω̄T ) [7, p.349]. Following [8], we introduce the seminorm

[u]α,βΩT
= sup

x,y,t,τ

|u(x, t) − u(y, t) − u(x, τ) + u(y, τ)|

|x− y|α|t− τ |β
, α, β ∈ (0, 1),

and define the Banach spaces El+α,α/3(Ω̄T ) obtained by the closure of infinitely differen-
tiable functions in the norm

‖u‖
(l,α/3)
ΩT

=
l

∑

k=0

‖Dk
xu‖

(α,α/3)
ΩT

, ‖u‖
α,α/3
ΩT

= |u|
(α)
ΩT

+ [u]
(α,α/3)
ΩT

,
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|u|
(α)
ΩT

= |u|
(0)
ΩT

+ 〈u〉
(α)
x,ΩT

+ 〈u〉
(α/3)
t,ΩT

, |u|
(0)
ΩT

= sup
ΩT

|u(x, t)|,

〈u〉
(α)
x,ΩT

= sup
x,y,t

|u(x, t) − u(y, t)|

|x− y|α
, 〈u〉

(α/3)
t,ΩT

= sup
x,τ,t

|u(x, t) − u(x, τ)|

|t− τ |α/3
.

We introduce the seminorm

‖|u|‖
(4+α)
ΩT

= |ux|
(3+α)
ΩT

+ ‖ut‖
(1+α,α/3)
ΩT

+ [D3
xu]

(α,α/3)
ΩT

,

where | · |
(3+α)
ΩT

is the norm of the space H3+α,(3+α)/3(Ω̄T ). Note that, for functions that
are equal to zero if t = 0, this is a norm. Taking the closure of infinitely differentiable
functions, we obtain a space and denote it by P 4+α(Ω̄T ). The spaces E

0

l+α,α/3(Ω̄T ) and

P
0

4+α(Ω̄T ) denote the subspaces of functions of the corresponding spaces that, together

with their admissible derivatives with respect to t, vanish for t = 0. Assume that a
function u(x, t) belongs to H2+α,(2+α)/3 and there exists a generalized derivative of this
function with respect to t such that

∂u

∂t
(x, t) = u1(x, t) + ∇xū2(x, t),

where u1, ū2 ∈ Eα,α/3. Denote the subspace of such functions belonging to H2+α,(2+α)/3

by Ĥ2+α,(2+α)/3 and introduce a norm in this space as follows:

|u|Ĥ2+α,(2+α)/3(Ω̄T ) = |u|
(2+α)
ΩT

+ inf
u1,ū2

(‖u1‖
(α,α/3)
ΩT

+ ‖ū2‖
(α,α/3)
ΩT

).

Assume that the following conditions are satisfied for problem (1): Γ ∈ H6+α, Γ± ∈
H6+α, b±(y, τ) ∈ E4+α,α/3(Γ±

T ), u±0 ∈ H4+α(Ω̄±), ∆yu
±
0 (y) = 0, and the consistency

conditions up to the first order inclusive.
Theorem 1. Suppose that the data of problem (1) satisfy the conditions indicated

above. Then, for n = 2, one can find T0 > 0 dependent on these data and such that, for
0 < T < T0, there exists a solution u±(y, τ) ∈ E2+α,α/3(Ω̄±

ρ,T ), ρ(ω, τ) ∈ P 4+α(ΓT ). For
n = 3, this assertion remains true if the eigenvalues of the matrix {kij(ω, 0, 0)}, where
kij(ω, 0, 0) are defined in (2), are sufficiently close.

2. Reduction of the Original Problem to a Problem in a Fixed Domain

Denote by N = {y ∈ Ω : dist(y,Γ) < γ0} a neighborhood of the surface Γ and
introduce the coordinates (ω, λ) according to the equality y(ω, λ) = y(ω)+λ~ν(ω), y(ω) ∈
Γ, |λ| < γ0. Then, in these coordinates, N = {y(ω, λ) : (ω, λ) ∈ Γ× (−γ0, γ0)}. Assume
that χ(λ) belongs to C∞

0 and is equal to one for λ = 0. We define a one-to-one mapping
eρ(x, t) of the domain ΩT = Ω × (0, T ) into itself as follows [6]:

eρ(x, t) : (x, t) → (y, τ) = (y(ω(x), λ(x) + χ(λ(x))ρ(ω(x), t)), t),
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where (ω(x), λ(x)) are the coordinates of a point x ∈ N . Under the mapping eρ(x, t), the
surface ΓT is transformed into the surface Γρ,T , whereas the points of the surfaces Γ±

T

remain fixed. The equation of the surface Γρ,T has the form Φ(y, τ) = λ(y)−ρ(ω, τ) = 0,
and the first condition on the free boundary in (1) takes the following form:

k
∂ρ

∂t
= a−(∇ρu

−,∇ρΦ) − a+(∇ρu
+,∇ρΦ),

where the function u±(y, τ) ◦ eρ(x, t) is again denoted by u±, ∇ρ = (E∗
ρ)

−1∇x, ∇x =

{ ∂
∂xi

}, and E∗
ρ(x, t) is a matrix adjoint to the Jacobi matrix of the mapping eρ(x, t)|t=const :

x→ y. Taking into account that Φ = 0 on ΓT , we obtain

k
∂ρ

∂t
= S(ω, ρ, ρω)

[

a−
∂u−

∂λ
− a+∂u

+

∂λ

]

+

n−1
∑

k=1

S(k)(ω, ρ, ρω)

[

a−
∂u−

∂ωk
− a+∂u

+

∂ωk

]

,

where S(ω, ρ, ρω) and S(k)(ω, ρ, ρω) are certain smooth functions [6] such that

S(ω, 0, 0) = 1, Sρω(ω, 0, 0) = 0, S(k)(ω, 0, 0) = 0.

We define the surface Γρ,T in the form r̄(ω, t) = R̄(ω)+~ν(ω)ρ(ω, t), where R̄ = R̄(ω)
is the equation of the surface Γ. The mean curvature of Γρ,T in the section t = const is
calculated by using the coefficients of the first and second quadratic forms of the surface
Γρ,T and can be represented as follows:

k(y, t) = k(ω, ρ, ρω , ρωω) =

2
∑

i,j=1

kij(ω, ρ, ρω)ρωiωj + k0(ω, ρ, ρω), (2)

where kij and k0 are smooth functions of their arguments and one can assume that
det{kij(ω, 0, 0)} ≥ ε0 > 0. A similar representation for the curvature of Γρ,T is also true
in the case n = 2.

After the indicated change of variables, problem (1) can be formulated as follows: It is
necessary to find functions u±(x, t) and ρ(ω, t) determined in Ω±

T and on ΓT , respectively,
by the conditions

−∇2
ρu

± = 0, (x, t) ∈ Ω±
T ,

k
∂ρ

∂t
= S(ω, ρ, ρω)

[

a−
∂u−

∂λ
− a+∂u

+

∂λ

]

+
n−1
∑

k=1

S(k)(ω, ρ, ρω)

[

a−
∂u−

∂ωk
− a+∂u

+

∂ωk

]

,

u+ = u− = γ

2
∑

i,j=1

kij(ω, ρ, ρω)ρωiωj + γk0(ω, ρ, ρω), (x, t) ∈ ΓT ,

u± = b±(x, t), (x, t) ∈ Γ±
T , u±(x, 0) = u±0 (x), ρ(ω, 0) = 0. (3)
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3. Reduction of the Problem with Free Boundary to a Functional Equation

Let us determine functions s(ω, t) ∈ H4+α,(4+α)/2(ΓT ) and w± ∈ H4+α,(4+α)/2(Ω̄±
T )

such that w+ = w− on ΓT , w±(x, 0) = u±0 (x), s(ω, 0) = 0, and st(ω, 0) = ρt(ω, 0), where
ρt(ω, 0) is determined from the conditions on Γρ,T , i.e., in fact, from the condition of
consistency. A method for the construction of functions of this sort was indicated in [7,
Chap. 4]; according to this method,

‖w+‖H4+α,(4+α)/2(Ω̄+
T ) + ‖w−‖H4+α,(4+α)/2(Ω̄−

T ) + ‖s‖H4+α,(4+α)/2(Γ̄T )

≤ C(T )(‖u+
0 ‖H4+α(Ω̄+) + ‖u−0 ‖H4+α(Ω̄−)), C(T ) ≤ const. as T → 0.

Instead of the required functions in problem (2), we introduce new unknown functions
v±(x, t) = u±(x, t) −w±(x, t) and σ(ω, t) = ρ(ω, t)−s(ω, t), for which problem (2) can be
reduced to a problem with zero initial conditions. Finally, we perform one more change
of unknown functions θ±(x, t) = v±(x, t)− (∇w±, δeσ), where

δeσ(x, t) =
∂x̄

∂λ
(ω, λ)χ(λ)σ(ω, t).

Let us introduce the operators L0 = −∇2 and Lρ = −∇2
ρ, which satisfy the relation

(L0u) ◦ eρ = Lρ(u ◦ eρ). One can verify that relations (3) can be rewritten as follows
(after the separation of linear terms "leading" with respect to norm):

L0θ
± = F

±
0 (v±, σ), (x, t) ∈ Ω±

T ,

k
∂σ

∂t
+ a+∂θ

+

∂n
− a−

∂θ−

∂n
= F1(v

+, v−, σ),

θ± − γ

n−1
∑

i,j=1

1

D(ω)

∂

∂ωi
(µij(ω)σωj ) + γ

σ(ω)

D(ω)
= γF3(σ) + F

±
4 , (x, t) ∈ ΓT ,

θ± = F±
2 (x, t), (x, t) ∈ Γ±

T , (4)

where

F±
0 (v±, σ) = (L0w

±)◦ es−(L0w
±)◦ eρ−Lsw

±−(Lρ−L0)(w
±−w±◦ eρ)+(Ls−L0)(w

±

−w±◦ es)−L0[w
±+(∇w±, δeρ)−w

±◦eρ]+L0[w
±+(∇w±, δes)−w

±◦es]−(Lρ−L0)v
±,

F1(v
+, v−, σ) = −k

∂s

∂t
+

(

a−
∂w−

∂n
− a+∂w

+

∂n

)

S(ω, s, sω) +

n−1
∑

k=1

(

a−
∂w−

∂ωk
− a+∂w

+

∂ωk

)

×S(k)(ω, s, sω) − (1 − S(ω, ρ, ρω))

(

a−
∂v−

∂n
− a+∂v

+

∂n

)

+

n−1
∑

k=1

(

a−
∂w−

∂ωk
− a+∂w

+

∂ωk

)
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×

[

S(k)(ω, ρ, ρω) − S(k)(ω, s, sω) −
n−1
∑

i=1

∂S(k)

∂sωi
(ω, s, sω)σωi

]

+

(

a−
∂w−

∂n
− a+∂w

+

∂n

)

×

[

S(ω, ρ, ρω) − S(ω, s, sω) −

n−1
∑

i=1

∂S

∂sωi
(ω, s, sω)σωi

]

+

n−1
∑

k=1

(

a−
∂v−

∂ωk
− a+∂v

+

∂ωk

)

×S(k)(ω, ρ, ρω) −

(

a−
∂w−

∂n
− a+ ∂w

+

∂n

)

+

(

a−
∂2w−

∂n2
− a+∂

2w+

∂n2

)

σ −
n−1
∑

i=1

bi(ω, t)σωi ,

bi(ω, t) =

(

a+∂w
+

∂n
− a−

∂w−

∂n

)

∂S

∂sωi
(ω, s, sω)−

n−1
∑

k=1

(

a−
∂w−

∂ωk
− a+∂w

+

∂ωk

)

∂S(k)

∂sωi
(ω, s, sω),

F3(σ) =
∑

i,j

[kij(ω, ρ, ρω) − kij(ω, s, sω)]σωiωj +
∑

i,j

kij(ω, ρ, ρω)sωiωj +
∑

i,j

[kij(ω, s, sω)

−kij(ω, 0, 0)]σωiωj , µij(ω) = D(ω)kij(ω, 0, 0), F±
4 (σ) = −w± +

σ(ω)

D(ω)
−
∂w±

∂n
σ(ω)

+γk0(ω, ρ, ρω) + γk1(ω, ρ, ρω), k1(ω, ρ, ρω) = −
1

D(ω)

∑

i,j

ρωj
∂

∂ωi
kij(ω, 0, 0),

F±
2 = b±(x, t) − w±(x, t), D2(ω) = |Rω1 |

2|Rω2 |
2 − (Rω1 , Rω2)

2.

Let us introduce spaces HΨ and HF as follows:

HΨ = E
0

2+α,α/3(Ω̄+
T ) × E

0

2+α,α/3(Ω̄−
T ) × P

0

4+α(ΓT ),

HF = E
0

α,α/3(Ω̄+
T ) × E

0

α,α/3(Ω̄−
T ) × E

0

1+α,α/3(ΓT ) × E
0

2+α,α/3(Γ+
T )

×E
0

2+α,α/3(Γ−
T ) × Ĥ

0

2+α,(2+α)/3
(ΓT ) ×E

0

2+α,α/3(ΓT ) × E
0

2+α,α/3(ΓT );

the elements of these spaces are Ψ = (θ+, θ−, σ) and F = (F+
0 ,F

−
0 ,F1,F

+
2 ,F

−
2 ,F3,F

+
4 ,

F
−
4 ), respectively. Then relations (4) can be rewritten in the following brief form:

AΨ = F(ϕ), ϕ = (v+, v−, σ), (5)

where the linear operator A is determined by the left-hand sides of relations (4), and the
nonlinear operator F(ϕ) is determined by their right-hand sides.

The spaces HΨ andHF are chosen so that the operator A is bounded fromHΨ andHF.
It is only necessary to explain the fact that f(ω, t) ≡ (µij(ω)σωj )ωi ∈ Ĥ2+α,(2+α)/3(ΓT ).

Clearly, for σ ∈ P 4+α(ΓT ), we have f(ω, t) ∈ H2+α,(2+α)/3(ΓT ). Furthermore, ft =
(µij(ω)σtωj )ωi = divωū2(ω, t) and ū2(ω, t) ∈ Eα,α/3(ΓT ).

Our purpose now is to show that the operator A has a bounded inverse.
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4. Investigation of a Model Problem of Conjugation

Consider the problem of finding functions u±(z, t) and ρ(z′, t) satisfying the conditions

−∆u± = f±(z, t), (z, t) ∈ R±
T ,

k
∂ρ

∂t
+ a+∂u

+

∂zn
− a−

∂u−

∂zn
= f1(z

′, t),

u± − γaijρzizj = γf3(z
′, t) + f±4 (z′, t), (z′, t) ∈ R′

T ,

u±(z, 0) = 0, ρ(z′, 0) = 0, (6)

where R±
T = {(z, t) : z = (z′, zn), z

′ ∈ Rn−1, ±zn > 0, t ∈ (0, T )}, R′
T = ∂R±

T , k,
γ, and a± are positive constants, and the matrix {aij} is positive definite and satisfies
the condition ν|ξ|2 ≤ aijξiξj ≤ ν−1|ξ|2. Since the quadratic form related to the Laplace
equation is positive definite, we can choose coordinates z′ so that the form

∑

aijξiξj
reduces to the diagonal form and, therefore, we can assume that aij = 0 for i 6= j. Let

f± ∈ E
0

α,α/3(R±
T ), f1 ∈ E

0

1+α,α/3(R′
T ),

f3 ∈ Ĥ
0

2+α,(2+α)/3
(R′

T ), and f±4 ∈ E
0

2+α,α/3(R′
T )

and let these functions be finite. We seek a solution of the problem of conjugation (5) in
the classes

u±(z, t) ∈ E
0

2+α,α/3(R±
T ), ρ(z′, t) ∈ P

0

4+α(R′
T ).

Also note that, without loss of generality, we can set f± = 0 and f±4 = 0 in system (6).
Indeed, for this purpose, it suffices to show that a solution of the problem

∆u = f(x, t), (x, t) ∈ R+
T , f ∈ E

0

α,α/3(R+
T ),

u = ϕ(x, t), (x, t) ∈ R′
T , ϕ ∈ E

0

2+α,α/3(R′
T )

belongs to the space E2+α,α/3(R+
T ). To this end, in addition to the well-known fact that

u ∈ C2+α(R+
T ), we must estimate the seminorms 〈u〉

(α/3)
t and [u](α,α/3) of the function

u(x, t) and of its derivatives. It is easy to obtain estimates of the indicated seminorms
for the volume potential and double-layer potential via the corresponding seminorms of
densities of these potentials [see the proof of inequality (25) below] and, consequently,
these estimates are true for the solution of the considered problem.

Denote by f̃(λ, zn, p) the Fourier and Laplace transforms in variables z′ and t, re-
spectively, of the function f(z′, zn, t), i.e.,

f̃(λ, zn, p) =

∫

Rn−1

dz′
∫ ∞

0
f(z′, zn, t)e

−i(z′,λ)−ptdt, λ = (λ1, ..., λn−1).

100



After applying these transformations to relations (6), we obtain

λ2ũ± −
∂2ũ±

∂z2
n

= 0, kpρ̃+ a+∂ũ
+

∂zn
− a−

∂ũ−

∂zn
= f̃1(λ, p),

ũ± + γ

n−1
∑

i=1

aijλ
2
i ρ̃ = γf̃3(λ, p). (7)

The first relation in (7) yields

ũ±(λ, zn, p) = M± exp(∓|λ|zn), |λ|2 =
n−1
∑

i=1

λ2
i ,

∂ũ±

∂zn
|zn=0 = ∓M±|λ|,

and the other two relations imply that

M± =
kpρ̃− f̃1

|λ|(a+ + a−)
,

ρ̃ =
f̃1 + γf̃3(a

+ + a−)|λ|

kp+ γ(a+ + a−)|λ|(aλ, λ)
=

F̃ (λ, p)

kp+ b|λ|(aλ, λ)
,

b = γ(a+ + a−), (aλ, λ) =
n−1
∑

i=1

aijλ
2
i . (8)

We now consider separately the cases n = 2 and n = 3.
In the case n = 2, it follows from (8) that the function ρ(z, t) can be represented as

the convolution

ρ(z, t) =

∫ t

−∞
dτ

∫ ∞

−∞
K(z − ζ, t− τ)F (ζ, τ)dζ, (9)

where F (x, t) is the preimage of the function F̃ (λ, p), and K(x, t) is the preimage of the
function K̃(λ, p) = (kp + ba11|λ|

3)−1. Clearly, in studying the smoothness properties of
the function ρ(z, t), we can set k = 1 and ba11 = 1. Then

K(x, t) =

∫ ∞

0
e−tλ

3
cos λxdλ. (10)

We can not obtain an expression for the integral in (10) that is convenient for further
estimates, although it is possible to represent it in terms of the cylindrical functions
Z1/3(x/t

1/3). However, it turns out that it suffices to know only the asymptotic properties

of this integral. After performing the change of variable λt1/3 = z, we get

K(x, t) = t−1/3

∫ ∞

0
e−z

3
cos yzdz, y = xt−1/3. (11)
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Integrating several times by parts, we obtain

K(x, t) = −
1

y4t1/3

{

d3

dz3
(e−z

3
) cos yz|∞0 −

∫ ∞

0

d4

dz4
(e−z

3
) cos yzdz

}

,

whence

K(x, t) =
1

t1/3

[

−
6

y4
− o(y−4)

]

as |y| → ∞. (12)

Similarly, we can show that, as |y| → ∞,

Dl
xK(x, t) = c1t

−(l+1)/3(y−4−l + o(y−4−l)), l = 0, 1, ..., y = xt−1/3,

Dl
xDtK(x, t) = c2t

−(l+4)/3(y−4−l + o(y−4−l)), l = 0, 1, ...,

D2m
t K(x, t) = c3t

−(6m+1)/3(y−4−6m + o(y−4−6m)), m = 0, 1, ...,

D2m+1
t K(x, t) = c4t

−(6m+4)/3(y−4−6m + o(y−4−6m)), m = 0, 1, ..., (13)

where the constants depend on l and m.
Assume that the function f(x, t) belongs to E

0

α,α/3 and is finite. Let us study the

properties of the potential

g(x, t) =

∫ t

−∞
dτ

∫ ∞

−∞
K(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ. (14)

Let

gh(x, t) =

∫ t−h

−∞
dτ

∫ ∞

−∞
K(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ.

Then

∂gh
∂t

(x, t) =

∫ t−h

−∞
dτ

∫ ∞

−∞
Kt(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ +

∫ ∞

−∞
K(x− ξ, h)f(ξ, t− h)dξ.

By using (12), we can show that

lim
h→0

∫ ∞

−∞
K(x− ξ, h)f(ξ, t)dξ = f(x, t). (15)

Therefore,

∂g

∂t
(x, t) = lim

h→0

∂gh
∂t

=

∫ t

−∞
dτ

∫ ∞

−∞
Kt(x− ξ, t− τ)[f(ξ, τ) − f(x, τ)]dξ + f(x, t). (16)

Similarly, we obtain

∂3g

∂x3
(x, t) =

∫ t

−∞
dτ

∫ ∞

−∞
D3
xK(x− ξ, t− τ)[f(ξ, τ) − f(x, τ)]dξ + f(x, t). (17)
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Relation (17) implies the representation

D3
xg(x, t) −D3

x′g(x
′, t) =

∫ t

−∞
dτ

∫

|x−ξ|≤2|x−x′|

D3
xK(x− ξ, t− τ)[f(ξ, τ) − f(x, τ)]dξ

−

∫ t

−∞
dτ

∫

|x−ξ|≤2|x−x′|

D3
x′K(x′ − ξ, t− τ)[f(ξ, τ) − f(x′, τ)]dξ

+

∫ t

−∞
dτ

∫

|x−ξ|>2|x−x′|

[D3
xK(x− ξ, t− τ) −D3

x′K(x′ − ξ, t− τ)][f(ξ, τ) − f(x, τ)]dξ

+

∫ t

−∞
dτ

∫

|x−ξ|>2|x−x′|

D3
xK(x− ξ, t− τ)[f(x′, τ) − f(x, τ)]dξ ≡

4
∑

i=1

Ii. (18)

It follows from (10) that

D3
xK(x− ξ, t− τ) =

∫ ∞

0
exp[−(t− τ)λ3]λ3 sinλ(x− ξ)dλ = (t− τ)−4/3

∫ ∞

0
exp[−z3]

×z3 sin yzdz, y =
x− ξ

(t− τ)1/3
.

Hence, for |(x− ξ)/(t− τ)1/3| ≤ 1, the estimate

|D3
xK(x− ξ, t− τ)| ≤

|x− ξ|

(t− τ)5/3

∫ ∞

0
exp[−z3]z4dz ≤ c

|x− ξ|

(t− τ)5/3
(19)

is true. For |(x− ξ)/(t− τ)1/3| > 1, according to (13), we obtain

|D3
xK(x− ξ, t− τ)| ≤

c

(t− τ)4/3|y|7
= c

t− τ

|x− ξ|7
. (20)

When estimating the first term in (18), we split the interval of integration over τ into the
interval (−∞, t− |x− ξ|3), where estimate (19) is true, and the interval (t− |x− ξ|3, t),
where estimate (20) is used. Thus,

|I1| ≤ c〈f〉(α)
x

∫

|x−ξ|≤2|x−x′|

dξ











t−|x−ξ|3
∫

−∞

|x− ξ|1+α

(t− τ)5/3
dτ +

t
∫

t−|x−ξ|3

(t− τ)|x− ξ|α

(x− ξ)7
dτ











≤ c〈f〉(α)
x

∫

|x−ξ|≤2|x−x′|

|x− ξ|α−1dξ ≤ c〈f〉(α)
x |x− x′|α.
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The second term in (18) can be estimated by analogy. To estimate the third term, we
use the mean-value theorem and the inequalities

|D4
xK(x− ξ, t− τ)| ≤

{

c(t− τ)−5/3, for τ ≤ t− |x− ξ|3,
c t−τ
|x−ξ|8

, for τ > t− |x− ξ|3,

whence
|I3| ≤ c〈f〉(α)

x |x− x′|α.

Since the function D2
xK(x, t) is even, we have I4 = 0, which yields

〈D3
xg(x, t)〉

(α)
x ≤ c〈f〉(α)

x . (21)

Now estimate the Hölder constant of the function D3
xg(x, t) in the variable t. For t′ < t,

(16) implies

D3
xg(x, t) −D3

xg(x, t
′) =

∫ t

2t′−t
dτ

∫ ∞

−∞
D3
xK(x− ξ, t− τ)[f(ξ, τ) − f(x, τ)]dξ

−

∫ t′

2t′−t
dτ

∫ ∞

−∞
D3
xK(x− ξ, t′ − τ)[f(ξ, τ) − f(x, τ)]dξ +

∫ 2t′−t

−∞
dτ

∫ ∞

−∞
[D3

xK(x− ξ,

t− τ) −D3
xK(x− ξ, t′ − τ)][f(ξ, τ) − f(x, τ)]dξ ≡

3
∑

i=1

Ii. (22)

The first two terms can be estimated similarly. For example,

|I1| ≤ 〈f〉(α)
x

∫ t

2t′−t
dτ

∫ ∞

−∞

|x− ξ|α

(t− τ)4/3

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0
exp(−z3)z3 sin

(x− ξ)z

(t− τ)1/3
dt

∣

∣

∣

∣

dξ

= 〈f〉(α)
x

∫ t

2t′−t
dτ(t− τ)−1+α/3

[
∫ ∞

−∞
|y|α

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0
exp(−z3)z3 sin yzdz

∣

∣

∣

∣

dy

]

≤ c〈f〉(α)
x (t− t′)α/3

because the expression in brackets is bounded by virtue of the asymptotic properties of
the inner integral for y → ∞. To estimate the third term in (22), we use the mean-value
theorem and the asymptotics of the function DtD

3
xK(x, t). We get

|I3| ≤ c〈f〉(α)
x (t− t′)α/3.

This yields

〈D3
xg(x, t)〉

(α/3)
t ≤ c〈f〉(α)

x . (23)
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Let us estimate the seminorm [D3
xg(x, t)]

(α,α/3)
t . Since we can assume that the func-

tions f(x, t) and K(x, t) are continued by zero in the domain t < 0, we have the following
representation:

D3
xg(x, t) =

∫ ∞

−∞
dτ

∫ ∞

−∞
D3
xK(x− ξ, τ)[f(ξ, t− τ) − f(x, t− τ)]dξ.

Let ∆t > 0 and let

F (x, t) =
D3
xg(x, t) −D3

xg(x, t − ∆t)

(∆t)α/3
=

∫ +∞

−∞
dτ

∫ +∞

−∞
D3
xK(x− ξ, t− τ)[ϕ(ξ, τ)

−ϕ(x, τ)]dξ,

where ϕ(x, t) = |f(x, t) − f(x, t− ∆t)|/(∆t)α/3. Relation (21) implies the estimate

〈F (x, t)〉
(α)
t ≤ c〈ϕ(x, t)〉(α)

x .

On the other hand,

〈ϕ〉(α)
x = sup

x,y

|ϕ(x, t) − ϕ(y, t)|

|x− y|α
= sup

x,y

|f(x, t) − f(y, t) − f(x, t− ∆t) + f(y, t+ ∆t)|

|x− y|α(∆t)α/3

≤ [f ](α,α/3).

Consequently,
[D3

xg(x, t)]
(α,α/3) ≤ c[f ](α,α/3). (24)

To estimate the Hölder constant < Dtg(x, t) >
(α)
x , we again use a representation

of the form (18) and an argument analogous to that presented above; furthermore, to
estimate a term of the form I4, we use the equality

∂K

∂t
(x, t) = −

∂

∂x

∫ ∞

0
exp(−λ3t)λ2 sinλxdλ

and the asymptotic expansion

∫ +∞

0
exp(−z3)z2 sin yzdz = c(y−3 + o(y−3)) y → ∞.

As a result, we get
〈Dtg(x, t)〉

(α)
x ≤ c〈f〉(α)

x . (25)

By using a representation of the form (22), one easily arrives at the estimate

〈Dtg(x, t)〉
(α/3)
t ≤ c[〈f〉(α)

x + 〈f〉
(α/3)
t ]. (26)
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For n = 3, we first consider the special case where a11 = a22 in (8). Then the kernel
K(x1, x2, t) in (9) admits the following representation (again, without loss of generality,
we set k = ba11 = 1):

K(x1, x2, t) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(λ2

1+λ2
2)3/2t cos x1λ1 cos x2λ2dλ1dλ2

=

∫ ∞

0
e−t|λ|

3
|λ|d|λ|

∫ +π

−π
cos(x1|λ| cosϕ) cos(x2|λ| sinϕ)dϕ

= 2

∫ ∞

0
e−t|λ|

3
|λ|d|λ|

∫ π

0
cos(|λ|r cosϕ)dϕ = 2Γ2(1/2)

∫ ∞

0
e−tλ

3
λJ0(λr)dλ, (27)

where we set x1 = r cosψ, x2 = r sinψ, λ1 = |λ| cosϕ, and λ2 = |λ| sinϕ and use the
integral representation of the function J0(x). For the function

K1(r, t) =

∫ ∞

0
e−tλ

3
λJ0(λr)dλ = t−2/3

∫ ∞

0
e−z

3
zJ0(zy)dz, y = r/t1/3, (28)

and its derivatives, the asymptotic properties follow from the asymptotic expansion [9,
p. 248]

∫ ∞

0
e−z

3
zγ+1Jν(zy)dz − y−γ−2

∞
∑

n=0

cny
−n, y → ∞, ν > −1. (29)

For example, by using the equality

∂Jν(x)

∂x
=
ν

x
Jν(x) − Jν+1(x)

and (29), we obtain the asymptotic expansion

∂3K(x, t)

∂xi∂xj∂xk
−

5
∑

l=3

clr
5−lt−l/3[y−l + o(y−l)] for y → ∞.

Thus, by repeating the calculations made in the case n = 2 almost word for word, we
also obtain inequalities (21), (23)-(26) in the case n = 3 with the kernel K(x1, x2, t)
determined by (27).

As a consequence of inequalities (21) and (23)-(26), in the case n = 2 and in the case

n = 3 with a11 = a22, we conclude that, for f1 ∈ E
0

1+α,α/3 and f3 ∈ Ĥ
0

2+α,(2+α)/3
, the

function ρ(z′, t) belongs to P
0

4+α(R
′

T ), and u±(z, t) belongs to E
0

2+α,α/3(R±
T ).

Lemma 1. For n = 2, problem (6) has a unique solution and the following inequality
holds:

‖u+‖
(2+α,α/3)

R+
T

+‖u−‖
(2+α,α/3)

R−

T

+ |‖ρ‖|
(4+α)
R′
T

≤ c(‖f+‖
(α,α/3)

R+
T

+‖f−‖
(α,α/3)

R−

T

+ |‖f1‖|
(1+α,α/3)
R′
T
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+|f3|Ĥ2+α,(2+α)/3 + ‖f+
4 ‖

(2+α,α/3)
R′
T

+ ‖f−4 ‖
(2+α,α/3)
R′
T

). (30)

For n = 3 and a11 6= a22, we rewrite the relation determining ρ̃ in (8) in the form

[

1 +
ba11(a22/a11 − 1)λ2

2|λ|

kρ+ ba11|λ|3

]

ρ̃ =
F̃ (λ, p)

kp+ ba11|λ|3
. (31)

By applying the inverse Fourier and Laplace transformations to equality (31), we obtain
the following functional equation for determining ρ(z′, t) ∈ P

0

4+α(R′
T ):

(I + αB)ρ = Φ(x, t), Φ(x, t) ∈ P
0

4+α(R′
T ),

B : P
0

4+α(R′
T ) → P

0

4+α(R′
T ), (32)

where α is sufficiently small for a22/a11 close to one. Then, as is known, Eq. (33)
possesses a unique solution in the indicated class.

Lemma 2. For n = 3 and sufficiently small a22 − a11, problem (6) has a unique
solution and inequality (30) is true.

5. Investigation of the Linear Problem

In order to prove that the operator A defined in (5) has the inverse operator, we
consider system (4) with fixed right-hand sides, namely,

−∆u± = F±
0 (x, t), (x, t) ∈ Ω±

T ,

k
∂σ

∂t
+ a+∂u

+

∂n
− a−

∂u−

∂n
= F1(x, t),

u± − γ
∑

i,j

1

D(ω)

∂

∂ωi
(µij(ω)σωj ) + γ

σ(ω)

D(ω)
= γF3(x, t) + F±

4 (x, t), (x, t) ∈ ΓT ,

u± = F±
2 (x, t), (x, t) ∈ Γ±

T , u±(x, 0) = 0, σ(ω, 0) = 0, (33)

F±
0 ∈ E

0

α,α/3(Ω̄±
T ), F1 ∈ E

0

1+α,α/3(ΓT ), F±
2 ∈ E

0

2+α,α/3(Γ±
T ),

F3 ∈ Ĥ
0

2+α,(2+α)/3
(ΓT ), F±

4 ∈ E
0

2+α,α/3(ΓT ).

As in the investigation of the model problem, without loss of generality, we can assume
that F±

0 = 0, F±
4 = 0, and F±

2 = 0. To show that the operator A−1 exists and is bounded,
it is necessary to prove the unconditional solvability of system (33) and to estimate its
solution. To prove the solvability of system (33), note that the coefficients of the system
do not depend on t. After the Laplace transformation with respect to t, we get

∆û± = 0, x ∈ Ω±, û± = 0, x ∈ Γ±,
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kρ+ a+∂û
+

∂n
− a−

∂û−

∂n
= F̂1(x, p), (34)

û± − γ
∑

i,j

1

D(ω)

∂

∂ωi
(µij(ω)σ̂ωj ) + γ

σ̂

D(ω)
= γF̂3(x, p), x ∈ Γ.

First, let us show that, for Rep ≥ 0, the homogeneous problem (34) has only the trivial
solution. Taking the boundary conditions on Γ± into account and using the Green
formula, we obtain

∫

Ω±

|∇û±|2dx = ∓

∫

Γ

û±
∂û±

∂n
ds.

This and the equality û+ = û− in Γ yield

a+

∫

Ω+

|∇û+|2dx+ a−
∫

Ω−

|∇û−|2dx = γkρ

∫

Γ

σ̂

[

1

D(ω)

∂

∂ωi
(µij σ̂ωj ) −

σ̂

D(ω)

]

ds

= −γkρ

∫

ω

(µijσ̂ωj σ̂ωi + σ̂2)dω.

Recall that µij(ω) is a positive-definite matrix and, therefore, again with regard for the
boundary conditions on Γ±, we conclude that, for Rep ≥ 0, the last equality is true only
for û± = 0, σ̂ = 0.

The problem of conjugation for the given function σ̂(ω, p)

∆u± = 0, x ∈ Ω±,

a+∂û
+

∂n
− a−

∂û−

∂n
= −kpσ̂ + F̂1(x, p) ≡ f̂1(x, p), (35)

û+ = û−, x ∈ Γ, û±|Γ± = 0

has a unique solution. In the special case where a+ = a− = 1, the following function is
a solution of problem (35):

û(x, p) =

∫

Γ

f̂1(y, p)G(x, y)dsy ,

where G(x, y) is the Green function of the Dirichlet problem in the domain Ω = Ω+∪Ω−.
In the general case, there exists an operator G± such that û± ∈ G±f̂1, G

± : H l+α(Γ)
→ H l+α+1(Ω+), and l is an integer. Denote

Kσ̂ =
1

D(ω)

∂

∂ωi

(

µij
∂σ̂

∂ωi

)

−
σ̂

D(ω)
.
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Then, by using the argument presented above, we get

γKσ̂ = û+ − γF̂3(x, p) = −kpG+σ̂ +G+F̂1 − γF̂3(x, p).

Let K−1 be the inverse of the operator K. Then we can rewrite the last equality in the
form

γσ̂ = −kpK−1G+σ̂ +K−1G+F̂1 − γK−1F̂3 (36)

and consider it as an equation for determining the function σ̂(ω, p). The operator K−1G+

is completely continuous in the Hölder spaces and, according to the results proved above,
for Rep ≥ 0, Eq. (36) possesses only the trivial solution. This implies that the equation
under consideration is solvable.

Lemma 3. Problem (33) has a unique solution for which the following estimate is
true:

‖(u+, u−, σ)‖Hψ ≤ c‖(F+
0 , F

−
0 , F1, F

+
2 , F

−
2 , F3, F

+
4 , F

−
4 )‖HF . (37)

The proof of estimate (37) repeats, in fact, the proof of the a priori Schauder estimate
for elliptic equations [10]. Assume that η(x) ∈ C∞(Rn) with support in the ball Br(x0),
and u±(x, t), σ(ω, t) is a solution of problem (33) for which the norms on the left-hand
side of inequality (37) are meaningful. After multiplying the relations in (33) by η(x),
we arrive at relations for the functions v±(x, t) = u±(x, t)η(x) and s(ω, t) = σ(ω, t)η(x).
With respect to the functions v±(x, t) and s(ω, t), we obtain a system of the form (33)
whose coefficients are found by "freezing" the values of the coefficients of system (33) at
the point x0; in addition, the terms lower in the differential sense are transferred to the
right-hand side. Further, it is necessary to consider two cases, namely, x0 ∈ Ω+ ∪ Ω−

and x0 ∈ Γ ∪ Γ+ ∪ Γ−. In the case where x0 ∈ Ω+ ∪ Ω−, it suffices to know estimates of
volume potentials in E2+α,α/3 with density from the space Eα,α/3, which can be obtained
in a rather simple way by using estimates of potentials of this sort in the spaces C l+α

[10]. For x0 ∈ Γ ∪ Γ+ ∪ Γ−, we should first pass to local coordinates and then to the
coordinates in which the boundary is rectified. If x0 ∈ Γ+ ∪ Γ−, to obtain the requires
estimates, it is necessary to know estimates in the space E2+α,α/3 for potentials of double
layer with density from E2+α,α/3, which can easily be obtained. Finally, if x0 ∈ Γ, for
the functions

u±(z, t) = u±(y(z), t) = u±(y, t) = v±(x(y), t) = v±(x, t), ρ(z′, t) = s(ω, t),

where z are coordinates in which the boundary is rectified and y are local coordinates
[in addition, we can assume that (z′, zn) = (ω, zn)], we obtain problem (6) with the
right-hand sides fi = Fiη + f̄i, where, e.g.,

f3(z
′, t) = F3η +

∑

i,j

σωiη
∂µij(ω)

∂ωj
− 2

∑

i,j

kij(ω)σωiηωj
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+
∑

i,j

(kij(ω) − kij(ω0))sωiωj ≡ F3η + f̄3(z
′, t) (38)

and some "lower" terms are assigned to f̄±4 (z′, t). To obtain an a priori estimate in this
case, we use Lemma 1 or Lemma 2 and estimate additional terms of the form f̄i(z, t)
on the right-hand sides. We also use inequalities described below. For functions with
supports in the ball Br(x0), the inequalities

〈u〉
(α/3)
t ≤ 3αrα[u](α,α/3), (39)

[u](α,α/3) ≤ r1−α〈ux〉
(α/3)
t (40)

hold. Further, for functions that vanish for t = 0, we have

〈u〉(α)
x ≤ Tα/3[u](α,α/3). (41)

It is easy to verify that

[uv](α,β) ≤ [u](α,β)|v|(0) + 〈u〉(α)
x 〈v〉

(β)
t + 〈v〉(α)

x 〈u〉
(β)
t + [v](α,β)|u|(0), (42)

and, for every ε > 0,

[u](α,β) ≤ ε〈ux〉
(β)
t + cε〈u〉

(β)
t . (43)

For u ∈ H
0

1+α,(1+α)/3, the inequality

[u](α,α/3) ≤ T (1−α)/3|u|(1+α) (44)

holds. For u ∈ H l′,l′/3, we have

|u|(l) ≤ cT (l′−l)/3|u|(l
′), l′ > l. (45)

For example, let us estimate one of the terms in (38), namely,

f̄31 ≡
∑

i,j

(kij(ω) − kij(ω0))sωiωj (46)

in the norm Ĥ2+α,(2+α)/3. Denote one of the terms in sum (46) by ϕ(ω) and represent
it formally as ϕ(ω) = (k(ω) − k(ω0))sωω. We have

ϕt(ω) = (k(ω) − k(ω0))stωω =
∂

∂ω
u2 + u1,

where u1 = stkωω, u2 = (k(ω) − k(ω0))stω − stkω. By the definition of the space
Ĥ2+α,(2+α)/3, we get

|ϕ|Ĥ2+α,(2+α)/3 ≤ |ϕ|(2+α) + ‖u1‖
(α,α/3) + ‖u2‖

(α,α/3).
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By using inequalities of the form 〈uv〉
(α)
x ≤ |u|(0)〈v〉

(α)
x + |v|(0)〈u〉

(α)
x , we obtain

〈(k(ω) − k(ω0))D
4
ωs〉

(α)
ω ≤ |k(ω) − k(ω0)|

(0)〈D4
ωs〉

(α)
ω + |D4

ωs|
(0)〈k(ω)〉(α)

ω

≤
1

2
|‖s‖|(4+α) + cTα/3|‖s‖|(4+α),

where the factor 1/2 appears due to the choice of the size of the support of the function
η(x) and to the continuity of the function k(ω). Further, by analogy, we get

〈(k(ω) − k(ω0))D
4
ωs〉

(α/3)
t ≤ |k(ω) − k(ω0)|

(0)〈D4
ωs〉

(α/3)
t ≤

1

2
|‖s‖|(4+α).

By definition,

‖st‖
(α,α/3) = |st|

(0) + 〈st〉
(α)
ω + 〈st〉

(α/3)
t + [st]

(α,α/3).

By successively applying inequalities (41), (39), and (44), we obtain

‖st‖
(α,α/3) ≤ Tα/3[st]

(α,α/3) + 3αrα[st]
(α,α/3) + ε〈sωt〉

(α/3)
ω + cε〈st〉

(α/3)
t

and estimate the last term in this sum by using (39). As a result, we get

‖st‖
(α,α/3) ≤ g(r, T )|‖s‖|(4+α),

where g(r, T ) → as r, T → 0. By using inequality (42), one can similarly obtain the
estimate

‖stkωω(ω)‖(α,α/3) ≤ g(r, T )|‖s‖|(4+α).

To estimate ‖stkω‖
(α,α/3) and ‖sωt(k(ω) − k(ω0))‖

(α,α/3), we use a similar reasoning.
Consequently,

|ϕ|Ĥ2+α,(2+α)/3 ≤ g(r, T )|‖s‖|(4+α) ,

whence
|f̄31|Ĥ2+α,(2+α)/3 ≤ g(r, T )|‖s‖|(4+α) .

A similar argument can be used for the remaining terms in f̄3(z
′, t). Therefore,

|f3|Ĥ2+α,(2+α)/3 ≤ c|F3|Ĥ2+α,(2+α)/3 + g(r, T )|‖s‖|(4+α) .

Inequalities (39)-(45) enable us to estimate in a similar way the functions fi in problem
(6) and, as a result, to prove inequality (37) for sufficiently small T . By repeating this
reasoning, in finitely many steps, we obtain estimate (37) for any T .

6. Proof of the Theorem on the Existence of a Solution

Let Br(ψ) = {ψ ∈ Hψ : ‖ψ‖Hψ ≤ r}, r ≤ r0 ≤ ∞, be a ball in the space Hψ centered
at the origin.

Lemma 4. The following inequalities are true for the right-hand sides of problem
(4):

‖F (ϕ2) − F (ϕ1)‖Hψ ≤ c(T )(δ(r) + Tα/3)‖ϕ2 − ϕ1‖Hψ ,
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‖F (0)‖Hψ ≤ c(T )Tα/3, ϕ2, ϕ1 ∈ Br, (47)

where δ(r) → 0 as r → 0, and c(T ) is bounded for T → 0.
The proof of Lemma 4 is rather cumbersome and, therefore, we consider only one

example. Estimates (47), in fact, follow from the fact that the right-hand sides in (4)
contain terms lower with respect to the norm of Hψ and terms that contain products of
the components ϕ = (v+, v−, σ). Consider one of the terms in F3(σ), say,

fk = [k
(k)
ij (ω, ρk, ρkω) − k

(k)
ij (ω, s, sω)]σkωiωj , k = 1, 2.

We have

f2 − f1 = (k
(2)
ij − k

(1)
ij )σ2ωiωj + (k

(1)
ij − k

(2)
ij )(σ2ωiωj − σ1ωiωj) ≡ I1 + I2,

∂I1
∂t

=

{

σ2ωiωj

∂

∂t
[k

(2)
ij − k

(1)
ij ] − σ2ωj

∂

∂t
[k

(2)
ij − k

(1)
ij ]

}

+
∂

∂ωi

{

[k
(2)
ij − k

(1)
ij ]σ2ωjt

}

≡ u1(ω, t) +
∂

∂ωi
u2i(ω, t).

By using the smoothness of the functions kij(ω, ρ, ρω) with respect to their arguments,
we obtain the estimates

‖u1‖
(α,α/3) ≤ c‖|σ2|‖

(4+α)‖k
(2)
ij − k

(1)
ij ‖(α,α/3) ≤ cr‖|σ2 − σ1|‖

(4+α),

‖u2‖
(α,α/3) ≤ c‖|σ2|‖

(4+α)‖k
(2)
ij − k

(1)
ij ‖(α,α/3) ≤ cr‖|σ2 − σ1|‖

(4+α),

|I1|
(2+α) ≤ cTα/3‖|σ2 − σ1|‖

(4+α).

It follows from similar estimates for I2(ω, t) that

|f2 − f1|Ĥ2+α,(2+α)/3 ≤ c(r + Tα/3)‖|σ2 − σ1|‖
(4+α).

This completes our consideration of Lemma 4.
Now consider the operator g2 : (θ+, θ−, σ) → (v+, v−, σ) in the space Hψ, which

is bounded by virtue of the definition of the functions θ±(x, t). Further, consider the
operator g = g2 ◦ g1 in the ball Br(ψ), where g1 : Br → Hψ associates every ϕ =
(v+, v−, σ) with the element ψ = (θ+, θ−, σ) that is a solution of problem (4) and whose
existence and uniqueness are proved in Lemma 3. It is clear that the fixed point of the
operator g is a solution of problem (4) and, consequently, of the original problem. It
follows from Lemmas 3 and 4 that

‖g(ϕ1) − g(ϕ2)‖Hψ ≤ δ(r, T )‖ϕ1 − ϕ2‖Hψ ,

‖g(0)‖Hψ ≤ c(T )Tα/3, δ(r, T ) → 0 as r, T → 0. (48)

Inequalities (48) guarantee that the operator g is contracting and maps the ball Br
into itself. The statement of Theorem 1 now follows from the principle of contracting
mappings.

This work was partially supported by the INTAS-94-2187 project "Nonlinear and
Singular Partial Differential Equations and Their Applications".
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REGULARITY OF THE SOLUTION OF THE FREE BOUNDARY

PROBLEM FOR THE EQUATION vt = (vm)xx

St. Petersburg Math. J.–2001,–12, №2

INTRODUCTION

In this paper we study the smoothness properties of the solution of the free boundary
problem for the nonlinear porous media equation; we do this locally in time. There exists
extensive bibliography (see [1]) pertaining to the qualitative properties of solutions of this
equation. Let v(x, t) be a solution of the Cauchy problem

vt = (vm)xx, (x, t) ∈ R × (0, T ); v(x, 0) = v0(x) ≥ 0.

Since the above equation degenerates on the set {v(x, t) = 0}, for m > 1 a perturbation is
known to propagate at a finite speed. This means that at every moment the support of the
solution is bounded if the initial function v(x, 0) is nonnegative and has bounded support.
Thus, a boundary (interface) arises between the domains {v(x, t) > 0} and {v(x, t) = 0}.
This free boundary is described by the functions x = σ(t) = supx{v(x, t) > 0} and
x = η(t) = infx {v(x, t) > 0}. In [2-5], some results on the regularity of the functions
σ(t), η(t) were obtained in the case of one spatial variable. In these investigations,
regularity properties of the free boundary were studied for t > 0; this required only
minimal assumptions on the smoothness of the initial data. Our aim in this paper is to
describe some regularity properties of the free boundary on the segment [0, t], where t is
sufficiently small, for a certain boundary value problem that models the Cauchy problem.
In this connection, we note that on the free boundary x = σ(t) the solution of the Cauchy
problem satisfies, e.g., the conditions

v(σ(t), t) = 0, σt = − m

m − 1
(vm−1(x, t))x|x=σ(t).

In the problem to be treated we preserve these conditions on the free boundary; since
the regularity properties of the free boundary are determined by local properties of the
solution near the free boundary, our results are closely related to the description of the
free boundary for the Cauchy problem. Moreover, the method proposed below makes
it possible to regard the Cauchy problem as the initial boundary value problem for the
porous media equation in an unknown domain x ∈ (η(t), σ(t)). This would lead to similar
results on the regularity of free boundaries, but would require more work.

Our analysis yields the following result. Suppose that the initial function v0(x)
satisfies some compatibility and monotonicity conditions and that the functions v0x,
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(x−σ(0))v0xx are of class Hα in a neighborhood of the point σ(0). Then the free bound-
ary x = σ(t) is a smooth curve of class H1+β([0, T ]) (β < α/2) for all sufficiently small T .
(Here H l, with l nonintegral, is the Hölder space of functions.) Moreover, the smoothness
of the free boundary improves if so does the smoothness of the initial function.

Our method is based on passage from the problem in an unknown domain to a problem
in a fixed domain followed by reduction to finding the fixed points of a certain nonlinear
operator. The main analytic difficulties are overcome when we study the corresponding
linear problem for a degenerate parabolic equation of the form vt = xvxx + svx + f(x, t),
s > 0, in the domain x ∈ (0, l). The results on the solvability of this problem, as described
in Theorem 2, are of independent interest.

§1 SETTING OF THE PROBLEM, AND THE MAIN RESULT

We want to find functions v(z, t) and σ(t) that satisfy the conditions

vt = (vm)zz, m > 1, 0 < z < σ(t), 0 < t < T ;

v(σ(t), t) = 0, σt = − m

m − 1
(vm−1)z(σ(t), t), 0 < t < T ;

v(0, t) = 1, σ(0) = σ0 > 0, v(z, 0) = v0(z), z ∈ (0, σ0).

Rewriting this as a problem for the "pressure" function u = vm−1(z, t), we obtain

ut = muuzz +
m

m − 1
u2

z, 0 < z < σ(t), 0 < t < T ;

u(σ(t), t) = 0, σt = − m

m − 1
uz(σ(t), t), 0 < t < T ; (1)

u(0, t) = 1, σ(0) = σ0 > 0; u(z, 0) = u0(z) = vm−1
0 (z), z ∈ (0, σ0).

We assume that the initial function in (1) satisfies the first order compatibility con-
ditions and the condition

−∞ <
∂u0

∂z
(z) ≤ −δ, δ > 0. (2)

There are several ways of reducing the free boundary problem (1) to a problem
in a fixed domain. In our case it is convenient to use the godograph transformation,
i.e., to pass to the new unknown function z = z(u, t) determined by the identity u =
u(z, t). At least for t small, this transformation if condition (2) is satisfied. We note that
condition (2) of strong monotonicity of u0(z) in z can be replaced by the less restrictive
condition ∂u0/∂z(σ0) < 0; this would require another method of reduction of the free
boundary problem to a problem in a fixed domain (see [6]). The proof of our main result
would not change fundamentally, but it would require much more space. The condition
∂u0/∂z(σ0) < 0 eliminates what is called "waiting time" for the solution, i.e., the time
when the free boundary does not move.
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Let ΩT = {(u, t) : 0 < u < 1, 0 < t < T}. It can be checked that the function z(u, t)
satisfies the relations

z2
uzt = muzuu − m

m − 1
zu, (u, t) ∈ ΩT ;

zuzt = − m

m − 1
, u = 0, 0 < t < T ; (3)

z(1, t) = 0, 0 < t < T ;

z(u, 0) = z0(u), u ∈ (0, 1),

where z0(u) is the function inverse to u0(z). Clearly, the free boundary is represented as
σ(t) = z(0, t).

Condition (2) and the compatibility conditions for the problem (3) take the form

−1/δ ≤ ∂z0

∂u
(u) < 0, u ∈ [0, 1];

z0u(0)zt(0, 0) = − m

m − 1
, zt(0, 0) = z−2

0u

(

muz0uu − m

m − 1
z0u

)

u=0

, (4)

z0(1) = 0,

[

mz0uu − m

m − 1
z0u

]

u=1

= 0.

For the smooth solutions of (3), the boundary condition at u = 0 is equivalent to the
condition uzuu(u, t)|u=0 = 0.

Let Ω ⊂ R, ΩT = Ω × (0, T ). We denote by Hα,α(Ω̄T ) and P 2+α,1+α(Ω̄T ) the spaces
obtained by closure of the set of infinitely differentiable functions with respect to the
norms

|z|(α,α)

Ω̄T
= max

Ω̄T

|z(x, t)| + 〈z〉(α)

x,Ω̄T
+ 〈z〉(α)

t,Ω̄T
,

‖z‖(2+α,1+α)

Ω̄T
= max

Ω̄T

|z(x, t)| + |zt|(α,α)

Ω̄T
+ |xzxx|(α,α)

Ω̄T
+ |zx|(α,α)

Ω̄T
,

respectively; here

〈z〉(α)

x,Ω̄T
= sup

x,x′,t

|z(x, t) − z(x′, t)|
|x − x′|α , 〈z〉(α)

t,Ω̄T
= sup

x,t′,t

|z(x, t) − z(x, t′)|
|t − t′|α .

Let H
0

α,α(Ω̄T ) (P
0

2+α,1+α(Ω̄T )) be the subspace of Hα,α(Ω̄T ) (P 2+α,1+α(Ω̄T )) formed by

the elements equal to zero (together with the time derivative) for t = 0.
Also, we shall use the space of Hölder functions H l(Ω̄) and H l,l/2(Ω̄T ), where l is

nonintegral (for the definitions, see [7, Chapter 1]), as well as the corresponding spaces
H
0

l,l/2(Ω̄T ).
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The leading seminorm in P 2+α,1+α(Ω̄T ) is

〈〈z〉〉(2+α)

Ω̄T
= 〈zt〉(α,α)

Ω̄T
+ 〈xzxx〉(α,α)

Ω̄T
+ 〈zx〉(α,α)

Ω̄T
,

where
〈z〉(α,α)

Ω̄T
= 〈z〉(α)

x,Ω̄T
+ 〈z〉(α)

t,Ω̄T

is the leading seminorm in the space Hα,α(Ω̄T ), α < 1.
Let E2+α(Ω̄) be the space of functions with the norm

‖z‖(2+α)

Ω̄
= max

Ω̄
|z| + |xzxx|(α)

Ω̄
+ |zx|(α)

Ω̄

and with the leading seminorm

〈〈z〉〉(2+α)

Ω̄
= 〈xzxx〉(α)

x,Ω̄
+ 〈zx〉(α,α)

x,Ω̄
.

Here |z|(α)
Ω = max

Ω̄
|z| + 〈zx〉(α)

x,Ω̄
is the norm in Hα(Ω̄).

Our main result is as follows.
Theorem 1.1. Suppose that z0(u) ∈ E2+α([0, 1]) and that conditions (4) are ful-

filled. Then for sufficiently small T , 0 < T < T0 with T0 depending on the data of the
problem (3), this problem admits a unique solution z ∈ P 2+β,1+β(Ω̄T ) with 0 < β < α/2;
consequently, σ(t) ∈ H1+β([0, T ]).

§2 AN AUXILIARY PROBLEM

Let Ls be the differential operator defined by the formula

Lsw = x1−s(xswx)x = xwxx + swx.

Let s > 0, a, b be arbitrary parameters. We consider the problem

Lsw = f(x), x ∈ (0, l); xswx|x=0 = a, w(l) = b. (5)

In terms of the functions

w(s)(x) =

{

x1−s

1−s , if s 6= 1,

ln x, if s = 1,

w(f)(x) =

∫ x

0
y−sdy

∫ y

0
ξs−1f(ξ)dξ,

the solution of the problem (5) is of the form

w(x) = b + a(w(s)(x) − w(s)(l)) + w(f)(x) − w(f)(l).
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It is easily seen that

dw(f)

dx
= x−s

∫ x

0
ξs−1f(ξ)dξ =

∫ 1

0
ys−1f(xy)dy,

so that w′
(f)(0) = f(0)/s, and from the equation we deduce that limx→0 xw′′

(f)(x) = 0.

Thus, for the function w(f)(x) the conditions xsw′
(f)(x)|x=0 = 0 and xw′′

(f)(x)|x=0 = 0
are equivalent.

Lemma 2.1. Let a = 0, let b be an arbitrary parameter, and let s > 0. If f ∈
Hα([0, l]), then the problem (5) admits a unique smooth solution w ∈ E2+α([0, l]), and

‖w‖(2+α)
[0,l] ≤ c(|f |(α)

[0,l] + b).

Moreover, limx→0 xwxx(x) = 0.
In the proof of uniqueness, it suffices to assume that the function w(x) is absolutely

continuous and that the integral

∫ l

0
xs|wx(x)|2dx

is bounded. Indeed, let w̃ = w1 − w2, where w1, w2 are two different solutions of (5);
then

Lsw̃ = 0, x ∈ (0, l); xsw̃x|x=0 = 0, w̃(l) = 0.

Multiplying the equation Lsw̃ = 0 by xs−1w̃(x) and integrating by parts, we obtain

∫ l

0
xs|w̃x(x)|2dx = 0,

whence w̃(x) = 0.

§3 A MODEL PROBLEM

We consider the problem

Lu = ut − xux − sux = f(x, t), (x, t) ∈ DT = {x ∈ R+, t ∈ (0, T )};

xsux|x=0 = 0, t ∈ (0, T ); u(x, 0) = 0, x ∈ R+, (6)

where the function f(x, t) ∈ H
0

α,α(D̄T ) has compact support with respect to x. The

solution of (6) can be represented in the form of the volume potential:

u(x, t) =

∫ t

0
dτ

∫ ∞

0
G(x, ξ, t − τ)f(ξ, τ)dξ.
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In order to find the kernel G, we apply the Laplace transformation with respect to t,
denoting the resulting transforms by û and f̂ . The problem (6) takes the form

pû(x, p) − xûxx(x, p) − sûx(x, p) = f̂(x, p);

xsûx(x, p)|x=0 = 0, asû(x, p) → 0, x → +∞.

The solutions of the homogeneous equations of this type are representable in terms of
Bessel functions (see [8, p. 985, 8.491(6)]). Next, it is possible to construct the Green
function for the nonhomogeneous problem and to apply the inverse Laplace transforma-
tion. As a result, we obtain the Green function for the problem (6); this function looks
like this:

G(x, ξ, t − τ) =
1

t − τ

(

x

ξ

)q/2

exp

(

−x + ξ

t − τ

)

I−q

(

2

√
xξ

t − τ

)

, q = 1 − s,

where I−q(x) is the Bessel function of an imaginary argument (see also [9, Chapter 3]).
3.1 Estimates for the Green function. Using [8, formula (6.6433(2))], it is easy

to check that the Green function satisfies the relation
∫ ∞

0
G(x, ξ, t)dξ = 1. (7)

Lemma 3.1. For the above Green function, we have

|Dr
t G(x, ξ, t)| ≤ c

u−2q

t1+r
e−γ(u−v)2

{

1, if 0 < 2uv < 1,

(2uv)q−1/2, if 2uv ≥ 1,
(8)

|Dr
t DxG(x, ξ, t)| ≤ c

u−2q

t2+r
e−γ(u−v)2

{

(1 + u2), if 0 < 2uv < 1,

(2uv)q−1/2(1 + u/v), if 2uv ≥ 1,
(9)

where u = (ξ/t)1/2, v = (x/t)1/2, γ ∈ (0, 1).
Proof. We use the following well-known asymptotics of the function I−q(z) :

I−q(z) ≤
{

cz−q, if z < 1,

c1e
z(z−1/2 + c2(q)z

−3/2), if z ≥ 1,
(10)

and also the identity
d

dz
(zqI−q) = zqI−q+1(z). (11)

Representing the Green function in the form

G(x, ξ, t) = 2−qt−1u−2qe−(u2+v2)(2uv)qI−q(2uv)

and using (11), we obtain

Gx(x, ξ, t) = 2−qt−1u−2qe−(u2+v2)(2uv)q
[u

v
I−q+1(2uv) − I−q(2uv)

]

.
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Combining this with (10), we deduce estimate (9) for r = 0.
For the time derivative of the function G(x, ξ, t) we have

Gt(x, ξ, t) = 2−qt−2u−2qe−(u2+v2)(2uv)q [(q − 1)I−q(2uv) − 2uvI1−q(2uv)

+(u2 + v2)I−q(2uv)] = 2−qt−2u−2qe−(u2+v2)(2uv)q [(q − 1)I−q(2uv)

+(u − v)2I−q(2uv) − 2uv(I1−q(2uv) − I−q(2uv))].

Using estimates (10) once again, and also inequalities of the form

exp(−u2 − v2) ≤ c exp[−(u − v)2], u ≥ 0, v ≥ 0,

z exp(−z) ≤ c exp(−z/2), z ≥ 0,

we get

|(u − v)2e−(u2+v2)I−q(2uv)| ≤ c

{

e−(u−v)2/2(2uv)−1/2 if 2uv ≥ 1,

e−(u−v)2(2uv)−q if 0 < 2uv ≤ 1,

|2uve−(u2+v2)(I1−q(2uv) − I−q(2uv))| ≤ ce−(u−v)2
{

(2uv)−1/2 if 2uv ≥ 1,
(2uv)−q if 0 < 2uv ≤ 1.

This yields inequality (8) for r = 1. The remaining estimates in (8) and (9) can be proved
in a similar way. �

Lemma 3.2. The Green function G(x, ξ, t) satisfies the inequalities

∫ ∞

0
|Dr

t G(x, ξ, t)|dξ ≤ ct−r, r ≥ 0, (12)

∫ ∞

0
|uG(x, ξ, t)|dξ ≤ cmax(1, v), u = (ξ/t)1/2, v = (x/t)1/2. (13)

Proof. First, we observe that, for α > −1,

J1(v) =

∫ ∞

1/2v
uαe−γ(u−v)2du ≤ c

{

vα if v ≥ 1,

e−γ/16v2
if v ≤ 1,

(14)

J2(v) =

∫ 1/2v

0
uαe−γ(u−v)2du ≤ c

{

e−γv2
if v ≥ 1,

1 if v ≤ 1.
(15)

For the proof, we consider, for instance, J1(v). We have

J1(v) =

∫ ∞

−v+1/2v
(ξ + v)αe−γξ2

dξ ≤
∫ ∞

−v+1/2v
e−γξ2/2 max[(ξ + v)αe−γξ2/2]dξ.
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It can be checked that max[(ξ + v)αe−γξ2/2] ≤ cvα if v > 1 and ξ ∈ (−v + 1/2v,∞), so
that

J1(v) ≤ cvα

∫ ∞

−∞
e−γξ2/2dξ ≤ cvα.

For v ≤ 1 in the integral J1(v) we change the variables 2uv = z, obtaining

J1(v) = 2−α−1v−α−1

∫ ∞

1
zα exp

[

−γ

(

z2

4v2
− z + v2

)]

dz

≤ cv−α−1e−γv2
e−γ/8v2

∫ ∞

1
zα exp

[

−γ
z2

8v2
+ γz

]

dz

≤ ce−γ/16v2

∫ ∞

1
zα exp

[

−γ
z2

8
+ γz

]

dz

≤ ce−γ/16v2
.

Inequalities (15) are proved in a similar way. In order to prove (12), we apply estimates
(8), (14), (15) consecutively. This yields

∫ ∞

0
|Dr

t G(x, ξ, t)|dξ

≤ ct−r

∫ 1/2v

0
u1−2qe−γ(u−v)2du + ct−r

∫ ∞

1/2v
u1−2qe−γ(u−v)2(uv)q−1/2du

≤ ct−r.

Application of the same estimates shows that

∫ ∞

0
|uG(x, ξ, t)|dξ ≤ c(v + e−γv2

) ≤ cmax(1, v),

which proves (13). �

3.2. Estimation of the volume potential. Before writing out a representation for
the time derivative of the volume potential, we prove the following fact: for any x ∈ R+,
t ∈ (0, T ), if f(x, t) is a function with compact support, then

lim
τ→+∞

∫ ∞

0
G(x, ξ, τ)f(ξ, t)dξ = 0. (16)

Indeed, from (10) it follows that

|G(x, ξ, τ)| ≤ c

τ

(

x

ξ

)q/2

exp

(

−x + ξ

τ

)

{

(xξ)−q/2

τ−q , if 0 < 2
√

xξ/τ < 1,
exp

[

2
√

xξ/τ
]

, if 2
√

xξ/τ ≥ 1,
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≤ c

{

τ−sξs−1, if 0 < 2
√

xξ/τ < 1,

τ−s−1ξs−1/2x1/2, if x−1/2 ≤ 2ξ1/2/τ.

Consequently, for τ ≥ 1 we have

|G(x, ξ, τ)| ≤ cτ−s(1 + x1/2)max{ξs−1, ξs−1/2}.

Since f(x, t) has compact support, we obtain

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0
G(x, ξ, τ)f(ξ, t)dξ

∣

∣

∣

∣

≤ cτ−s(1 + x1/2)max

{
∫ ∞

0
ξs−1|f(ξ, t)|dξ,

∫ ∞

0
ξs−1/2|f(ξ, t)|dξ

}

≤ cτ−s(1 + x1/2),

which implies (16).
If f(x, t) ∈ H

0

α,α(D̄T ), this function extends to t < 0 with preservation of the regu-

larity class; therefore, the volume potential can be written as

u(x, t) =

∫ t

−∞
dτ

∫ ∞

0
G(x, ξ, t − τ)f(ξ, τ)dξ. (17)

Let h be an arbitrary positive number. The sequence of functions

uh(x, t) =

∫ t−h

−∞
dτ

∫ ∞

0
G(x, ξ, t − τ)f(ξ, τ)dξ.

converges to u(x, t). We have

∂uh

∂t
(x, t) =

∫ t−h

−∞
dτ

∫ ∞

0
Gt(x, ξ, t − τ)(f(ξ, τ) − f(ξ, t))dξ

+

∫ t−h

−∞
dτ

∫ ∞

0
Gt(x, ξ, t − τ)f(ξ, t)dξ +

∫ ∞

0
G(x, ξ, h)f(ξ, t − h)dξ

=

∫ t−h

−∞
dτ

∫ ∞

0
Gt(x, ξ, t − τ)(f(ξ, τ) − f(ξ, t))dξ + lim

τ→∞

∫ ∞

0
G(x, ξ, τ)f(ξ, t)dξ

+

∫ ∞

0
G(x, ξ, h)(f(ξ, t − h) − f(ξ, t))dξ.

The last term in this sum is estimated with the help of (12) with r = 0:

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0
G(x, ξ, h)(f(ξ, t − h) − f(ξ, t))dξ

∣

∣

∣

∣

≤ c〈f〉(α)
t hα.
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Thus, taking (16) into account and passing to the limit as h → 0, we see that

∂u

∂t
(x, t) =

∫ t

−∞
dτ

∫ ∞

0
Gt(x, ξ, t − τ)(f(ξ, τ) − f(ξ, t))dξ (18)

or
∂u

∂t
(x, t) =

∫ ∞

0
dτ

∫ ∞

0
Gτ (x, ξ, τ)(f(ξ, t − τ) − f(ξ, t))dξ. (19)

Lemma 3.3. For the potential (19) we have

〈ut〉(α)
x ≤ c〈f〉(α)

t . (20)

Proof. We write
ut(x + h, t) − ut(x, t)

=

∫ h

0
dτ

∫ ∞

0
Gτ (x + h, ξ, τ)[f(ξ, t − τ) − f(ξ, t)]dξ

−
∫ h

0
dτ

∫ ∞

0
Gτ (x, ξ, τ)[f(ξ, t − τ) − f(ξ, t)]dξ

+

∫ ∞

h
dτ

∫ ∞

0
[Gτ (x + h, ξ, τ) − Gτ (x, ξ, τ)][f(ξ, t − τ) − f(ξ, t)]dξ

= I1 + I2 + I3.

The integrals I1 and I2 are estimated as above, with the use of (12). For instance,

|I1| ≤ c〈f〉(α)
t

∫ h

0
τα−1dτ ≤ c〈f〉(α)

t hα.

For the term I3 we have

|I3| =

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

h
dτ

∫ ∞

0

(
∫ h

0
Gτσ(x + σ, ξ, τ)dσ

)

[f(ξ, t − τ) − f(ξ, t)]dξ

∣

∣

∣

∣

≤ 〈f〉(α)
t

∫ ∞

h
dτ

∫ h

0
dσ

∫ ∞

0
|Gτσ(x + σ, ξ, τ)|ταdξ.

Putting ξ = u2τ , denoting v =
√

x + στ−1/2, and using (9), we obtain

|I3| ≤ c〈f〉(α)
t

∫ ∞

h
τα−2dτ

∫ h

0
dσ

∫ 1/2v

0
u1−2qe−γ(u−v)2(1 + u2)du

+c〈f〉(α)
t

∫ ∞

h
τα−2dτ

∫ h

0
dσ

∫ ∞

1/2v
u1−2qe−γ(u−v)2(1 + u/v)(uv)q−1/2du
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= I
(1)
3 + I

(2)
3 .

Inequality (15) shows that the first term on the right admits the estimate

|I(1)
3 | ≤ c〈f〉(α)

t

∫ ∞

h
τα−2dτ

∫ h

0
exp{−γv2}|v=

√
x+στ−1/2dσ

≤ c〈f〉(α)
t h

∫ ∞

h
τα−2dτ ≤ c〈f〉(α)

t hα,

and from (14) it follows that

|I(2)
3 | ≤ c〈f〉(α)

t

∫ ∞

h
τα−2dτ

∫ h

0
dσ ≤ c〈f〉(α)

t hα.

This completes the proof of Lemma 3.3. �

Lemma 3.4. The potential (18) satisfied the estimate

〈ut〉(α)
t ≤ c〈f〉(α)

t . (21)

Proof. We have
ut(x, t + h) − ut(x, t)

=

∫ t+h

t−h
dτ

∫ ∞

0
Gt(x, ξ, t + h − τ)[f(ξ, τ) − f(ξ, t + h)]dξ

−
∫ t

t−h
dτ

∫ ∞

0
Gt(x, ξ, t − τ)[f(ξ, τ) − f(ξ, t)]dξ

+

∫ t−h

−∞
dτ

∫ ∞

0
[Gt(x, ξ, t + h − τ) − Gt(x, ξ, t − τ)][f(ξ, τ) − f(ξ, t)]dξ

+

∫ t−h

−∞
dτ

∫ ∞

0
Gt(x, ξ, t + h − τ)[f(ξ, t) − f(ξ, t + h)]dξ

=

4
∑

k=1

Ik.

The first three terms are estimated with the help of (12):

|I1| ≤ c〈f〉(α)
t

∫ t+h

t−h
dτ |t + h − τ |α−1 ≤ c〈f〉(α)

t hα,

|I2| ≤ c〈f〉(α)
t

∫ t

t−h
dτ |t − τ |α−1 ≤ c〈f〉(α)

t hα,
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|I3| ≤ c〈f〉(α)
t

∫ t−h

−∞
dτ |t − τ |α

∫ h

0
dσ

∫ ∞

0
|Gθθ(x, ξ, θ)|θ=t−τ+σdξ

≤ c〈f〉(α)
t

∫ t−h

−∞
dτ |t − τ |α

∫ h

0
(t − τ + σ)−2dσ ≤ c〈f〉(α)

t hα.

In I4 we interchange the integrals and then use (16) and (12). As a result, we get

|I4| =

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0
dξ[f(ξ, t) − f(ξ, t + h)]

∫ ∞

2h
Gτ (x, ξ, τ)dτ

∣

∣

∣

∣

≤
∫ ∞

0
|f(ξ, t) − f(ξ, t + h)||G(x, ξ, 2h)|dξ

≤ c〈f〉(α)
t hα.

These estimates prove inequality (21). �

Now we show that the volume potential u(x, t) satisfies the boundary condition of
the problem (6) at the point x = 0. Since

∫ ∞

0
Gx(x, ξ, t)dξ = 0

by (7), we have

ux(x, t) =

∫ t

0
dτ

∫ ∞

0
Gx(x, ξ, t − τ)[f(ξ, τ) − f(x, τ)]dξ. (22)

Let DR,T = {(x, t) : (x, t) ∈ DT , 0 < x < R}.
Lemma 3.5. For the potential (22) we have

max
DR,T

|ux(x, t)| ≤ c〈f〉(α)
x (Tα + Rα/2Tα/2). (23)

Proof. In the integral (22) we make the change of variables u2 = ξ/(t − τ). Denoting
v2 = x/(t − τ) and using (9) with r = 0, we get

|ux(x, t)| ≤ c〈f〉(α)
x

∫ t

0
(t − τ)α−1dτ

∫ 1/2v

0
u1−2qe−γ(u−v)2

×(1 + u2)|u2 − v2|αdu + c〈f〉(α)
x

∫ t

0
(t − τ)α−1dτ

∫ ∞

1/2v
u1−2q(uv)q−1/2

×e−γ(u−v)2(1 + u/v)|u2 − v2|αdu = c〈f〉(α)
x (I1 + I2).

Since zα exp(−z2) ≤ c exp(−z2/2), estimate (15) implies that

|I1| ≤ c

∫ t

0
(t − τ)α−1dτ

∫ 1/2v

0
u1−2q(1 + u2)(u + v)αe−γ(u−v)2/2du
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≤ c

∫ t

0
(t − τ)α−1dτ

∫ 1/2v

0
u1−2q(1 + u2)max(uα, vα)e−γ(u−v)2/2du

≤ c

∫ t

0
(t − τ)α−1 max(1, vα)e−γv2/2dτ ≤ c

∫ t

0
(t − τ)α−1dτ

≤ ctα.

Estimating I2 with the help of (14), we get

|I2| ≤ c

∫ t

0
(t − τ)α−1

(

x

t − τ

)α/2

dτ ≤ cxα/2tα/2.

This proves (23). �

Estimate (23) shows that for the function u(x, t) we have

lim
x→0

xsux(x, t) = 0.

For every t, the function u(x, t) can be viewed as a solution of the problem

xuxx + sux = ut − f(x, t) = F (x, t).

The same arguments as in the proof of Lemma 2.1 yield

〈ux〉(α,α) ≤ c〈F 〉(α,α).

Therefore, by Lemmas 3.3 and 3.4, we have

〈ux〉(α,α) ≤ c〈f〉(α,α). (24)

Thus, combining Lemmas 2.1, 3.3 and 3.4 and inequality (24), we arrive at the following
statement.

Proposition 3.1. For the solution u(x, t) of the model problem we have

〈〈u〉〉(2+α)
DT

≤ c〈f〉(α,α)
DT

, (25)

and
lim
x→0

xuxx(x, t) = 0.

We shall need an estimate for the Hölder constant of the function ux(x, t) off a
neighborhood of the point x = 0. Let ε ∈ (0, 1]; we put R(−ε) = (ε,∞), D(−ε)T =
R(−ε) × (0, T ), T ≤ ε < 1.

Lemma 3.6. On the set D(−ε)T , the solution of the problem (6) satisfies the estimate

〈ux〉(α,α) ≤ cT (1−α)/2(ε−1/2 + ε−3(1−α)/4)〈f〉(α,α). (26)
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Proof. We introduce an infinitely differentiable function χ(x) such that

χ(x) = 0, x ∈ [0, ε/2]; χ(x) = 1, x ∈ [ε,∞); |Drχ(x)| ≤ c(r)/εr,

and consider the function v(x, t) = χ(x)u(x, t). Since v(x, t) = 0 for x ≤ ε/2, we may
assume that v(x, t) is the solution of the Cauchy problem

vt − εvxx = F (x, t), (x, t) ∈ R × (0, T ); v(x, 0) = 0, x ∈ R,

where

F (x, t) = (sux + f)χ(x) +
x − ε

x
χ(x)xuxx − ε(2uxχ(x) + uχxx(x)).

The results of [7, Chapter 4, §2] show that the solution v(x, t) of this Cauchy problem
belongs to the space H

0

2+α,(2+α)/2(RT ); moreover, in our case we have the estimates

〈vx〉((1+α)/2)
t ≤ c

ε1/2
〈F 〉(α)

t , (27)

〈vxx〉(α)
t ≤ c

ε
〈F 〉(α)

t . (28)

Using the form of the function F (x, t), we deduce that

〈F 〉(α)
t ≤ c(〈f〉(α)

t + 〈ux〉(α)
t + 〈xuxx〉(α)

t + ε−1〈u〉(α)
t ).

It is well known that if u(x, t) ∈ H
0

β,β(Ω̄T ) and α < β, then

〈u〉(α,α) ≤ cT β−α〈u〉(β,β), (29)

and if u(x, t) ∈ H
0

l,l/2(Ω̄T ) and l′ < l, then

〈u〉(l′) ≤ cT (l−l′)/2〈u〉(l), (30)

Moreover, if u(x, t) ∈ H
0

1+α,(1+α)/2, then we have

〈u〉((1+α)/2)
x ≤ cT (1+α)/4(〈u〉((1+α)/2)

t + 〈ux〉(α/2)
t ). (31)

Using (25), (29), and the condition T ≤ ε, we obtain

〈F 〉(α)
t ≤ c〈f〉(α,α).

Since u(x, t) = v(x, t) for x ∈ R(−ε), from (27) we deduce that

〈ux〉((1+α)/2)
t,D(−ε)T

≤ cε−1/2〈f〉(α,α),
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and since vx ∈ H
0

1+α,(1+α)/2, from (31), (28), and (29) it follows that

〈ux〉((1+α)/2)
x,D(−ε)T

= 〈vx〉((1+α)/2)
x,D(−ε)T

≤ cT (1+α)/4(〈vx〉((1+α)/2)
t + 〈vxx〉(α/2)

t )

≤ cT (1+α)/4(ε−1/2 + Tα/2ε−1)〈f〉(α,α).

Applying (29) once again, we conclude that for T ≤ ε ≤ 1 on the set D(−ε)T we have
the estimate

〈ux〉(α,α) ≤ cT (1−α)/2(ε−1/2 + ε−3(1−α)/4)〈f〉(α,α),

as required. �

Corollary 3.1. If v ∈ P
0

2+α,1+α(D̄T ) and T ≤ ε ≤ 1, then

〈vx〉(α,α)
D(−ε)T

≤ cT (1−α)/2(ε−1/2 + ε−3(1−α)/4)〈〈v〉〉(2+α)
DT

.

Indeed, by (26),

〈vx〉(α,α)
D(−ε)T

≤ cT (1−α)/2(ε−1/2 + ε−3(1−α)/4)〈Lv〉(α,α)
DT

≤ cT (1−α)/2(ε−1/2 + ε−3(1−α)/4)〈〈v〉〉(2+α)
DT

.

3.3. Estimates of the potential

g(x, t) =

∫ ∞

0
G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ. (32)

For a function ϕ(ξ) supported on a compact subset of (0, l), we shall obtain estimates
of the function g(x, t). To estimate the Hölder constant with respect to t, we use the
inequality

〈v〉(α)
t ≤ csup

t
|t1−αvt(t)|, (33)

which is valid whenever the right-hand side makes sense.
Lemma 3.7. We have the estimate

〈g〉(α/2)
t,D(l)T

≤ cmax(Tα/2, lα/2)〈ϕ〉(α)
x , D(l)T = (0, l) × (0, T ). (34)

Proof. In accordance with (7), we can write

g(x, t) =

∫ ∞

0
G(x, ξ, t)[ϕ(ξ) − ϕ(x)]dξ + ϕ(x).

Next we use Lemma 3.1 and inequalities (14) and (15) to obtain

∣

∣

∣

∣

t1−α/2

∫ ∞

0
Gt(x, ξ, t)[ϕ(ξ) − ϕ(x)]dξ

∣

∣

∣

∣
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≤ c〈ϕ〉(α)
x tα/2

∫ 1/2v

0
u1−2qe−γ(u−v)2 |u2 − v2|αdu

+c〈ϕ〉(α)
x tα/2

∫ ∞

1/2v
u1−2qe−γ(u−v)2(uv)q−1/2|u2 − v2|αdu

≤ c〈ϕ〉(α)
x tα/2(max(1, vα) + vα)

≤ c〈ϕ〉(α)
x max(tα/2, xα/2).

Combined with (33), this implies (34). �

Lemma 3.8. The function g(x, t) satisfies the estimate

〈g〉(α/2)
x,D(l)T

≤ cmax(Tα/2, lα/2)〈ϕ〉(α)
x . (35)

Proof. First, we consider the difference g(x + h, t) − g(x, t) with h ≤ t. We have

g(x + h, t) − g(x, t) =

∫ x+h

x
dθ

∫ ∞

0
Gθ(θ, ξ, t)[ϕ(ξ) − ϕ(θ)]dξ.

Denoting v1 =
√

θ/t and using the same estimates as in the preceding lemma, we get

|g(x + h, t) − g(x, t)| ≤ c〈ϕ〉(α)
x

∫ x+h

x
dθ

∫ 1/2v1

0
u1−2qe−γ(u−v1)2 |u2 − v2

1|α(1 + u2)

×tα−1du + c〈ϕ〉(α)
x

∫ x+h

x
dθ

∫ ∞

1/2v1

tα−1u1−2q(uv1)
q−1/2

(

1 +
u

v1

)

e−γ(u−v1)2

×|u2 − v2
1|αdu ≤ c〈ϕ〉(α)

x

∫ x+h

x
max(tα−1, θα/2t−1+α/2)dθ ≤ clα/2hα/2〈ϕ〉(α)

x .

For h ≥ t we have

|g(x + h, t) − g(x, t)|
hα/2

≤ |g(x + h, t) − g(x + h, 0)|
tα/2

(

t

h

)α/2

+
|g(x + h, 0) − g(x, 0)|

hα/2
+

|g(x, t) − g(x, 0)|
tα/2

(

t

h

)α/2

≤ 2〈g〉(α/2)
t + 〈ϕ〉(α/2)

x

(we have used the relation limt→0

∫ ∞
0 G(x, ξ, t)[ϕ(ξ) − ϕ(x)]dξ = 0).

The lemma is proved. �

Lemma 3.7 and 3.8 will help us to study the problem

Lv = 0, (x, t) ∈ Dt; xsvx|x=0 = 0; v(x, 0) = v0(x) ∈ E2+α(R+). (36)
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The solution of this problem is of the form

v(x, t) =

∫ ∞

0
G(x, ξ, t)v0(ξ)dξ.

The Green function G(x, ξ, t) satisfies the equation

Gt − (ξs(ξ1−sG)ξ)ξ = 0

and the boundary conditions

lim
ξ→0

ξ1−sG(x, ξ, t) = ct−se−x/t, lim
ξ→0

ξs(ξ1−sG)ξ = 0,

which can easily be verified with the help of the asymptotics of the function I−q(z) near
z = 0. The above relations imply that

vt(x, t) =

∫ ∞

0
G(x, ξ, t)ξ1−s(ξsv0ξ(ξ))ξdξ.

By Lemmas 3.7 and 3.8, we have

〈vt〉(α/2,α/2)
D(l)T

≤ c(T, l)〈〈v0〉〉(2+α)
D(l) , D(l) = (0, l).

In the equation in (36) we transfer the term vt to the right and then apply Lemma
2.1. As a result, we obtain

〈〈v〉〉(2+α/2)
D(l)T

≤ c(T, l)〈〈v0〉〉(2+α)
D(l) , lim

x→0
xvxx(x, t) = 0. (37)

§4 THE LINEAR PROBLEM

Let Ω = (0, l) and Ω(δ) = (0, δ), where δ is some fixed sufficiently small number; we
also put Ωτ = (0, l) × (0, τ), Ω(δ)τ = (0, δ) × (0, τ). Consider the problem

Mu = ut − xa(x, t)uxx − b(x, t)ux − c(x, t)u = f(x, t), (x, t) ∈ Ωτ ;

xuxx|x=0 = 0; u(l, t) = ϕ(t), u(x, 0) = 0. (38)

We assume that ϕ ∈ H
0

1+α([0, τ ]), the functions a(x, t), b(x, t), c(x, t) are elements of

Hα,α(Ω̄τ ), and f ∈ H
0

α,α(Ω̄τ ). Also, we assume that there exist positive parameters µ1,

µ2, δ such that a(x, t) ≥ µ1 > 0 for (x, t) ∈ Ω̄τ and b(x, 0) ≥ µ2 > 0 for x ∈ Ω̄(δ).
We put H = H

0

α,α(Ω̄τ ) ×H
0

1+α([0, τ ]); this Banach space consists of pairs h = (f, ϕ)

of functions, and the norm in H is defined by the formula ‖h‖H = |f |(α,α)
Ωτ

+ ‖ϕ‖(1+α)
[0,τ ] .
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In order to investigate the problem (38), we use the method described in [7, Chapter
4]. We write this problem in the form

Au = h, A : P
0

2+α,1+α(Ω̄τ ) → H,

and construct a "regularizer" R : H → P
0

2+α,1+α(Ω̄τ ) is such a way that

ARh = h + Th, RAu = u + Wu, (39)

and the norms of the operators T : H → H, W : P
0

2+α,1+α(Ω̄T ) → P
0

2+α,1+α(Ω̄T ) be

small for all sufficiently small τ . This implies the existence of the bounded operator A−1

inverse to the bounded operator A.
We introduce the covering of the set Ω by the sets

ω(k) =

(

ξ(k) − λ

2
, ξ(k) +

λ

2

)

∩ Ω, Ω(k) =

(

ξ(k) − 3λ

4
, ξ(k) +

3λ

4

)

∩ Ω,

where ξk = kλ/2, k = 1, ..., k(λ), and k(λ) is the smallest index k for which x = l ∈
ω(k(λ)). Let N1 be the set of indices k such that Ω(k) ∩ Ω(δ) 6= ∅, and let N2 be the set
of all other indices, N = N1 ∩ N2. We put

τ = κλν , ν = max

(

1 + α

α
,
3

2
+

3

1 − α

)

, κ < 1, (40)

and introduce the norms
{u}(2+α)

Ωτ
= sup

k
〈〈u〉〉(2+α)

Ω
(k)
τ

, (41)

{u}(α)
Ωτ

= sup
k
〈u〉(α,α)

Ω
(k)
τ

. (42)

Arguing as in [7, Chapter 4, Lemma 4.2], we can show that if (40) is true, then the
norms (41), (42) are equivalent to the standard norms in the spaces P

0

2+α,1+α(Ω̄τ ) and

H
0

α,α(Ω̄τ ). Next, the proof of Lemma 4.4 in [7, Chapter 4] implies that for the function

w(x, t) =
∑

k

w(k)(x, t), w(k)(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ωτ \ Ω(k)
τ ,

we have

{w}(α)
Ωτ

≤ N0sup
k
〈w(k)〉(α,α)

Ω
(k)
τ

, {w}(2+α)
Ωτ

≤ N0sup
k
〈〈w(k)〉〉(2+α)

Ω
(k)
τ

, N0 = 3.

We introduce functions ζ(k)(x), η(k)(x) (see [7, Chapter 4, §4]) such that

ζ(k)(x) = 1, x ∈ ω(k); ζ(k)(x) = 0, x ∈ Ω\Ω(k); η(k)(x) = 0, x ∈ Ω\Ω(k);
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|Dr
xζ(k)| ≤ c(r)/λr; |Dr

xη(k)| ≤ c(r)/λr;
∑

k

η(k)(x)ζ(k)(x) = 1.

We are ready to construct the operator R. For k ∈ N1 we put

s(k) = b(ξ(k), 0)/a(ξ(k), 0).

The conditions imposed on the coefficients in (38) imply that 0 < s(k) < ∞. For k ∈ N1

we denote by R(k) the operator that takes a function f (k)(x, t) ∈ H
0

α,α(D̄T ) to the solution

of the problem

u
(k)
t − xa(ξ(k), 0)u(k)

xx − b(ξ(k), 0)u(k)
x = f (k)(x, t), (x, t) ∈ Dτ ;

xs(k)
u(k)

x |x=0 = 0; u(k)(x, 0) = 0. (43)

From the results of §3 it follows that this problem admits a unique solution u(k) ∈
P
0

2+α,1+α(D̄τ ), and

lim
x→0

xu(k)
xx (x, t) = 0. (44)

For k ∈ N2\{k(λ)} the operator R(k) takes f (k)(x, t) ∈ H
0

α,α(Rτ ) to the solution of the

Cauchy problem

u
(k)
t − ξ(k)a(ξ(k), 0)u(k)

xx − b(ξ(k), 0)u(k)
x = f (k)(x, t), (x, t) ∈ Rτ ;

u(k)(x, 0) = 0. (45)

Since ξ(k) ≥ δ, we deal with a nondegenerate equation; hence, the problem (45) has
a unique solution u(k), and uk ∈ P

0

2+α,1+α(D̄τ ) by estimates (27), (28). Finally, for

k = k(λ) the operator R(k) takes the pair of functions h(k) = (f (k)(x, t), ϕ(t)) to the
solution of the problem

u
(k)
t − la(l, 0)u(k)

xx − b(l, 0)u(k)
x = f (k)(x, t), (x, t) ∈ Ωτ ;

u(k)(0, t) = 0, u(k)(l, t) = ϕ(t), u(k)(x, 0) = 0. (46)

It can be checked that in this case a unique solution u(k) ∈ P
0

2+α,1+α(Ω̄τ ) of the problem

(46) also exists and satisfies condition (44).
Now, we define R via the collection of operators R(k):

Rh =
∑

k

η(k)u(k),

where

u(k) =

{

R(k)(ζ(k)f), if k 6= k(λ),

R(k(λ))(ζ(k(λ))f, ϕ), if k = k(λ).
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Since
∑

k η(k)u(k)(x, t)|x=l = ϕ(t), the second component of Th = (T1h, T2h) is equal to
zero. As for the first component, we have

MRh =
∑

k∈N

η(k)u
(k)
t − xa(x, t)

∑

k∈N

(η(k)u(k)
xx + 2η(k)

x u(k)
x + η(k)

xx u(k))

−b(x, t)
∑

k∈N

(η(k)u(k)
x + η(k)

x u(k)) − c(x, t)
∑

k∈N

η(k)u(k)

=
∑

k∈N

η(k)ζ(k)f +
∑

k∈N

[η(k)(b(ξ(k), 0) − b(x, t))u(k)
x − 2xa(x, t)η(k)

x u(k)
x ]

−
∑

k∈N

u(k)(xa(x, t)η(k)
xx + b(x, t)η(k)

x ) −
∑

k

c(x, t)η(k)u(k)

+
∑

k∈N1

η(k)(a(ξ(k), t) − a(x, t))xu(k)
xx

+
∑

k∈N2

η(k)(a(ξ(k), 0)ξ(k) − a(x, t)x)u(k)
xx

= f + T1h,

(we have used the identity
∑

k η(k)ζ(k) = 1).

In the calculation of 〈T1h〉(α,α)
Ωτ

, the terms of the form η
(k)
x u

(k)
x , k ∈ N1, deserve special

attention, because, for instance,

max |η(k)
x |〈u(k)

x 〉(α)
x ≤ c

λ
〈f (k)〉(α,α).

However, using the local estimates of u
(k)
x obtained in Lemma 7, by choosing appropriate

parameters τ, λ, κ, ν in (40) we can arrange that the corresponding norms be small.
Since, by construction, η(k)(x) = 0 for x ∈ Ω(λ/4) for all k ∈ N1, we have

〈η(k)
x u(k)

x 〉(α,α)

Ω
(k)
τ

≤ c〈η(k)
x u(k)

x 〉(α,α)

Ω
(k)
τ \Ω(λ/8)τ

.

In Lemma 3.6 we take T = τ, ε = λ/8. Since for sufficiently small λ we have
τ ≤ λ/8 ≤ 1 by (40), from (26) and (29) it follows that

〈η(k)
x u(k)

x 〉(α,α) ≤ 〈η(k)
x 〉(α,α) max |u(k)

x | + 〈u(k)
x 〉(α,α) max |η(k)

x |

≤ c

[

τα

λ1+α
+

τ (1−α)/2

λ
(λ−1/2 + λ−3(1−α)/4)

]

〈f (k)〉(α,α).
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Next we apply estimate (25), recalling that the functions a(x, t), b(x, t) belong to the
space H(α,α)(Ω̄τ ) and using inequalities (29), (30), relation (40), and the equivalent
Hölder norms. This yields

〈T1h〉(α,α)
Ωτ

≤ c(τα + λα + κγ)〈f〉(α,α)
Ωτ

, γ = max

(

α,
1 − α

2

)

.

If λ and κ are sufficiently small, then ‖T‖ < 1. Since similar arguments are valid for the
operator W , this ensures the existence of the bounded operator A−1.

Theorem 4.1. Under the requirements imposed above on the data of the linear
problem (38), for all sufficiently small τ this problem admits a unique solution u(x, t) ∈
P
0

2+α,1+α(Ω̄τ ), and the inequality

‖u‖(2+α,1+α)
Ωτ

≤ c(|f |(α)
Ωτ

+ |ϕ|(1+α)
[0,τ ] ) (47)

is valid with constant c depending on the coefficients of the problem and on the size of
the domain Ωτ ; this constant is independent of f and ϕ.

§5 PROOF OF THEOREM 1.1

First, we reduce the problem (3) to a problem with zero initial data. For this, we
shall seek a solution in the form z(u, t) = θ(u, t) + w(u, t), where w(u, t) is a function
satisfying

w(u, 0) = z0(u), wt(u, 0) = zt(u, 0) = z−2
0u (u)[muzouu(u) − mz0u(u)/(m − 1)]. (48)

We introduce functions w(1)(u), w(2)(u, t) as solutions of the corresponding problems
(s is an arbitrary positive number):

−Lsw
(1) = f(u), u ∈ (0, 1);

u(s)w(1)
u (u)|u=0 = 0, w(1)(1) = 0, (49)

and
w

(2)
t − Lsw

(2) = 0, (u, t) ∈ DT ;

u(s)w(2)
u (u, t)|u=0 = 0, w(2)(u, 0) = w

(2)
0 (u), (50)

where f(u) = zt(u, 0)−Lsz0(u), w
(2)
0 (u) is a finite extension of the function z0(u)−w(1)(u)

remaining in the class E2+α. By Lemma 2.1, in the space E2+α there exists a unique
solution of (49). The solution of (50) can be represented in the form (32) (see the
problem (36)), and from (37) it follows that w2(u, t) ∈ P 2+α/2,1+α/2(D̄T ). Obviously,
the function w(u, t) = (w(1)(u) + w(2)(u, t))|Ωτ satisfies conditions (48) and belongs to
the space P 2+α/2,1+α/2(Ω̄τ ). Moreover, if τ is sufficiently small, then

wu(0, 0)wt(0, 0) =
−m

m − 1
, |wu(u, t)| ≥ δ/2, (u, t) ∈ Ωτ . (51)
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In terms of the function θ(u, t), the problem (3) takes the form

θt − ua(u, t)θuu − b(u, t)θu = F (w, θ), (u, t) ∈ Ωτ ;

θ(u, 0) = 0, u ∈ [0, 1]; (52)

uθuu(u, t)|u=0 = 0, θ(1, t) = −w(1, t), t ∈ (0, τ),

where

a(u, t) =
m

w2
u(u, t)

, b(u, t) = −w2
u(u, t)

(

m

m − 1
+ 2wu(u, t)wt(u, t)

)

,

F (w, θ) =
m

w2
u(u, t)

(

uwuu − wu

m − 1

)

− 1

w2
u(u, t)

[θt(θ
2
u + 2wuθu) − wt(w

2
u + θ2

u)].

By (51), we have b(0, 0) = m/(m − 1)w2
u(0, 0), whence b(0, 0)/a(0, 0) = 1/(m − 1).

Now we write (52) in the form

Aθ = h, h = (F (w, θ),−w(1, t))

in accordance with §4; here the operator A satisfies the conditions of Theorem 4.1.
Therefore,

θ = A−1[h] = A−1[(F (w, θ),−w(1, t))] = Γ[θ].

Clearly, the fixed point of the nonlinear operator Γ is the solution of the initial problem
(3). Let Br be the ball of radius r centered at the origin in the space P

0

2+β,1+β(Ω̄τ ),

0 < β < α/2. For θ1, θ2 ∈ Br we have

‖F (w, 0)‖(β,β)
Ωτ

≤ c1(‖z0‖(2+α)
[0,1] )τα/2−β ,

‖F (w, θ1) − F (w, θ2)‖(β,β)
Ωτ

≤ c2(‖z0‖(2+α)
[0,1] )r‖θ1 − θ2‖(2+β,1+β)

Ωτ
. (53)

Indeed, the construction of the function w(u, t) implies that F (w, 0) ∈ H
0

α/2,α/2(Ω̄τ ),

and inequality (29) gives the first inequality in (53). The second inequality in (53) is a
consequence of the fact F (w, θ) contains no terms linear relative to θ. These estimates
and the boundedness of the operator A−1 show that the mapping Γ takes the set Br to
itself and is contractive for sufficiently small r and τ . Now, Theorem 1.1 follows from
the contraction mapping principle.

Remark (on improving the smoothness of the boundary). Differentiating the equa-
tions in (3) with respect to t and denoting ζ(u, t) = zt(u, t), we obtain

z2
uζt = muζuu − m

m − 1
ζu − 2zuztζu, (u, t) ∈ Ωτ ;

uζuu|u=0 = 0, ζ(1, t) = 0. (54)

Under the assumption ζ(u, 0) = z−2
0u (muz0uu −m(m− 1)−1z0u) ∈ E2+α([0, 1]), the prob-

lem (54) for ζ(u, t) can be reduced to a problem with zero initial data; the latter prob-
lem will satisfy all conditions of Theorem 4.1. Hence zt(u, t) ∈ P 2+β,1+β(Ω̄τ ), so that
σ(t) ∈ H2+β([0, τ ]).
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THE INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM IN A PLANE CORNER

FOR THE HEAT EQUATION

Electronic Journal of Differential Equation–2010.–2010, №90

1 Introduction

There are various approaches in investigations of initial boundary value problems for
parabolic equations in domains with singularities. In the works of Grisvard [9], Solonnikov
[13], Amann [1], Garroni, Solonnikov and Vivaldi [7], Frolova [6], the existence of solutions
and qualitative properties of solutions are described in the terms of Sobolev or weighted
Sobolev spaces. The similar results in Hölder classes are represented in works Guidetti
[10], Colombo, Guidetti, and Lorenzi [5], Solonnikov [13] (see also references in these
works).

Note that in the pointed out works the method of the Green function or the theory
of analytic semigroups were used to construct some explicit representation of a solution
and to obtain the optimal estimates.

In the present paper we use the classical Fourier method to get a solution in the
form of Fourier-Bessel series in an angular domain. Then we apply some results on
trigonometric series theory, in particular, Bernstein theorem and Jackson’s construction
of approximating trigonometric polynomials to obtain estimates of the higher derivatives
of the solution to the Dirichlet initial problem for the heat equation in weighted Hölder
spaces.

Sometimes a classical solution of the initial value problem for a parabolic equation
is defined as a function, that has required higher derivatives in any internal subdomain
of a cylindrical domain. In the one dimensional case a similar result was published by
Chernyatin [4] where a solution was represented as the sum of the trigonometric series.
But to the best of our knowledge, we have not found similar results concerning with
two-dimensional case.

The paper is organized as follows: in Section 2, we formulate the problem, introduce
the appropriate functional space, and show the formal solution to the Dirichlet initial
problem for the heat equation in the form of the sum of the trigonometric series. Sec-
tion 3 contains some auxiliary estimates. In Section 4, we recall some results from the
trigonometric series theory, and in Section 5 we show that the trigonometric series repre-
senting the formal solution converge together with its higher order derivatives. Section 6
consists of some final remarks to the existence and uniqueness theorem and some results
concerning the parabolic equation with singular coefficients.
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2 The statement of the problem and main results

We use the polar coordinate system (r, ϕ) on a plane R2. Let

G = {(r, ϕ) : r > 0, 0 < ϕ < θ}, θ ∈ (0, 2π),

be an infinite angle on R2, GT = G× [0, T ], T ∈ R+, and its boundary be

g = g0 ∪ g1, g0 = {(r, ϕ) : r > 0, ϕ = 0},

g1 = {(r, ϕ) : r > 0, ϕ = θ}, giT = gi × [0, T ], i = 0, 1.

Let α ∈ (0, 1), l be an integer. We use the weighted Hölder space P
l+α, l+α

2
s (GT ) of the

functions u(r, ϕ, t) with the finite norm:

‖u‖
P

l+α,(l+α)/2
s (GT )

≡ |u|l+αs,GT
=

∑

0≤β1+β2+2a≤l

sup
(r,ϕ,t)∈GT

r−s+β1+2a|Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u|

+
∑

0<l+α−(β1+β2+2a)<2

{< Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u >

(
l+α−β1−β2−2a

2
)

t;s−β1−2a−α,GT

+[Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u]

(α,
l+α−β1−β2−2a

2
)

r,t;s−β1−2a−2α,GT
+ [Dβ1

r D
β2
ϕ D

a
t u]

(α,
l+α−β1−β2−2a

2
)

ϕ,t;s−β1−2a−α,GT
}

+
∑

β1+β2+2a=l

{< Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u >

(α)
r;s−β1−2a−α,GT

+ < Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u >

(α)
ϕ;s−β1−2a,GT

},

with the seminorms are defined as follows, r = min(ρ, r), α, γ ∈ (0, 1):

〈v〉(α)
r;µ,GT

= sup
(ρ, ϕ, t), (r, ϕ, t) ∈ GT ,

|ρ− r| ≤ r/2

r−µ |v(ρ,ϕ,t)−v(r,ϕ,t)|
|ρ−r|α ,

〈v〉(α)
ϕ;µ,GT

= sup
(r,ϕ,t),(r,ψ,t)∈GT

r−µ |v(r,ϕ,t)−v(r,ψ,t)|
|ϕ−ψ|α ,

〈v〉(γ)t;µ,GT
= sup

(ρ,ϕ,t),(r,ϕ,τ)∈GT

r−µ |v(r,ϕ,t)−v(r,ϕ,τ)|
|t−τ |γ ,

[v]
(α,γ)
r,t;µ,GT

= sup
(ρ, ϕ, t), (r, ϕ, t),

(r, ϕ, τ), (ρ, ϕ, τ) ∈ GT
|ρ− r| ≤ r/2

r−µ |v(r,ϕ,t)−v(r,ϕ,τ)−v(ρ,ϕ,t)+v(ρ,ϕ,τ)|
|ρ−r|α|t−τ |γ ,
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[v]
(α,γ)
ϕ,t;µ,GT

= sup
(r, ϕ, t), (r, ψ, t),

(r, ϕ, τ), (r, ψ, τ) ∈ GT

r−µ |v(r,ϕ,t)−v(r,ϕ,τ)−v(r,ψ,t)+v(r,ψ,τ)|
|ϕ−ψ|α|t−τ |γ .

The seminorms of [·](α,γ) were introduced in [14]. In a similar way we introduce
the space P l+αs (G) of the functions u(r, ϕ) on G. Hereinafter we will use the subspace

P̂
l+α,

l+α
2

s (GT ) of the space P
l+α,

l+α
2

s (GT ) which is introduced with the following way.
Let

RT = {(r, t) : r > 0, t ∈ (0, T )},

and a function v(r, ϕ, t) ∈ P
l+α,

l+α
2

s (GT ) such that

v(r, ϕ, t) =

∞∑

k=1

vk(r, t) sin λkϕ, λk = πk
θ ,

where vk(r, t) = 2
θ

θ∫

0

v(r, ψ, t) sin(λkψ)dψ.

We will say the function v(r, ϕ, t) ∈ P̂
l+α,

l+α
2

s (GT ) if v(r, ϕ, t) ∈ P
l+α,

l+α
2

s (GT ) and
the following inequality holds:

S(v)
P̂

l+α,(l+α)/2
s (GT )

:=

∞∑

k=1

(
∑

0≤β1+β2+2a≤l

sup
(r,t)∈RT

r−s+β1+2aλβ2

k |Dβ1
r D

a
t vk(r, t)|

+
∑

0<l+α−(β1+β2+2a)<2

{< Dβ1
r D

a
t vk >

(
l+α−β1−β2−2a

2
)

t;s−β1−2a−α,RT
+[Dβ1

r D
a
t vk]

(α,
l+α−β1−β2−2a

2
)

r,t;s−β1−2a−2α,RT
}

×λβ2

k +
∑

β1+β2+2a=l

λβ2

k < Dβ1
r D

a
t vk >

(α)
r;s−β1−2a−α,RT

) <∞. (2.1)

The subspace P̂ l+αs (G) of the function v(r, ϕ) on G is introduced similarly. One can

easily check that if v(r, ϕ, t) ∈ P̂
l+α,

l+α
2

s (GT ) or v(r, ϕ) ∈ P̂ l+αs (G) then there are the
constants ci or c̃i, i = 1, 2, such that

c1 ‖v‖
P

l+α, l+α
2

s (GT )
≤ S(v)

P̂
l+α,(l+α)/2
s (GT )

+
∑

β1+β2+2a=l

< Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t v >

(α)
ϕ;s−β1−2a,GT

+
∑

0<l+α−(β1+β2+2a)<2

[Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t v]

(α,
l+α−β1−β2−2a

2
)

ϕ,t;s−β1−2a−α,GT
≤ c2 ‖v‖

P
l+α, l+α

2
s (GT )

;

c̃1 ‖v‖P l+α
s (G) ≤ S(v)P̂ l+α

s (G) +
∑

β1+β2=l

< Dβ1
r D

β2
ϕ v >

(α)
ϕ;s−β1,G

≤ c̃2 ‖v‖P l+α
s (G) . (2.2)
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Along with the spaces P
l+α, l+α

2
s (GT ), we will use the usual Hölder classes Cα,βx,t

:= Cα,βx,t (ΩT ) where β ∈ (0, 1), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), and

‖u‖
Cα,β

x,t (ΩT )
= sup

(x,t)∈ΩT

|u(x, t)| + 〈u〉(α)
x + 〈u〉(β)

t ,

〈u〉(α)
x = sup

(x,t),(y,t)∈ΩT

|u(x, t) − u(y, t)|
|x− y|α ,

〈u〉(β)
t = sup

(x,t),(x,τ)∈ΩT

|u(x, t) − u(x, τ)|
|t− τ |β .

We are looking for a solution of the Dirichlet initial problem

∂u

∂t
− 1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
− 1

r2
∂2u

∂ϕ2
= f(r, ϕ, t), (r, ϕ, t) ∈ GT ,

u|giT
= 0, u|t=0 = u0(r, ϕ), (r, ϕ) ∈ G. (2.3)

We suppose that
f(r, 0, t) = f(r, θ, t) = 0. (2.4)

As can be seen from further arguments, conditions (2.4) are, at least formally, necessary
to get a solution to problem (2.3) in the form of the Fourier-Bessel series in the space

P
2+α,(2+α)/2
s+2 (GT ). Note that, due to the presence of the seminorms [·](α,α/2) in the

definition of the norm in the space P
2+α,(2+α)/2
s+2 (GT ), the series solution is more smooth

than the solution from the ordinary weighted Hölder spaces.

Theorem 2.1 Let equality (2.4) and the consistency conditions of the first order in

problem (2.3) be fulfilled. The functions f ∈ P̂
α,α/2
s (GT ) and u0 ∈ P̂ 2+α

s+2 (G). Then there

exists a unique solution u ∈ P̂ 2+α,(2+α)/2
s+2 (GT ) and

‖u‖
P

2+α,(2+α)/2
s+2 (GT )

+ S(u)
P̂

2+α,(2+α)/2
s+2 (GT )

≤ const.(‖f‖
P

α,α/2
s (GT )

+ ‖u0‖P 2+α
s+2 (G)

+S(f)
P̂

α,α/2
s (GT )

+ S(u0)P̂ 2+α
s+2 (G)

), (2.5)

where the constant in (2.5) is independent of u, −π/θ + α < s+ 2 < π/θ, α ∈ (0, 1).

Under the proof of Theorem 2.1, we will omit the subindex GT in the notations of the
seminorms if it is clearly from the context. We will assume that the function f(r, ϕ, 0) = 0
and, hence, can be extended by zero onto t < 0 with the same norm.

It can be easily seen that one of the factor in the eigenfunctions to problem (2.3)
is sin(λkφ), λk = πk

θ , k = 1, 2, .... So, after the standard procedure of separation of
variables (see Appendix 7.1), we get the series representation of the solution:

u(r, ϕ, t) = R1(r, ϕ, t) +R2(r, ϕ, t), (2.6)
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R1(r, ϕ, t) =
∑

k

sin(λkϕ)

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ
ρ

2(t− τ)
e
− ρ2+r2

4(t−τ) Iλk
( ρr
2(t−τ) )bk(ρ, τ)

≡
∑

k

R1,k(r, t) sin(λkϕ), (2.7)

R2(r, ϕ, t) =
∑

k

sin(λkϕ)

∞∫

0

dρ
ρ

2t
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t )u0k(ρ), (2.8)

u0k(r) =
2

θ

θ∫

0

u0(r, ψ) sin(λkψ)dψ, bk(r, t) =
2

θ

θ∫

0

f(r, ψ, t) sin(λkψ)dψ, (2.9)

where Iµ(z) is a modified Bessel function. Equality (2.6) means that the desired solu-
tion is the sum of the volume potential R1(r, φ, t) and the potential of the initial data
R2(r, φ, t).

The general case of f(r, ϕ, t), i.e. f(r, ϕ, 0) 6= 0, can be reduced to mention above
with the following procedure. Let in problem (2.3), (2.4), f(r, ϕ, 0) ∈ P̂αs (G), and the
function ŵ(r, ϕ) be a solution of the problem

∆ŵ = −f(r, ϕ, 0) G, ŵ|g = 0,

and ŵ(r, ϕ) ∈ P̂ 2+α
s+2 (G) (see [16]). Then we consider the functions w(r, ϕ, t) = ŵ(r, ϕ) cos t

and v(r, ϕ, t) = u(r, ϕ, t) − w(r, ϕ, t) such that

∂v

∂t
− ∆v =

∂u

∂t
− ∆u+ ŵ sin t+ ∆ŵ cos t = f(r, ϕ, t) + ŵ(r, ϕ) sin t

−f(r, ϕ, 0) cos t ≡ F (r, ϕ, t) in GT ,

v|giT
= 0, v|t=0 = u0(r, ϕ) − ŵ(r, ϕ). (2.10)

One can see that the consistency conditions of the first order are fulfilled in problem

(2.10); the function F (r, ϕ, t) ∈ P̂
α,α/2
s (GT ), satisfies condition (2.4), and F (r, ϕ, 0) = 0.

Thus, the investigation of problem (2.3) can be reduced to study of problem (2.10)
with the homogeneous right part in the equation if t ≤ 0.

Note that, to prove inequality (2.5) and u ∈ P̂
2+α,(2+α)/2
s+2 (GT ) in Theorem 2.1, it is

enough to show the following estimate (due to the first of inequalities in (2.2))

S(u)
P̂

2+α,(2+α)/2
s+2 (GT )

+
∑

β1+β2+2a=2

< Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u >

(α)
ϕ;s+2−β1−2a,GT

+
∑

0<2+α−(β1+β2+2a)<2

[Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u]

(α,
2+α−β1−β2−2a

2
)

ϕ,t;s+2−β1−2a−α,GT

≤ const.(‖f‖
P

α,α/2
s (GT )

+ ‖u0‖P 2+α
s+2 (G)). (2.11)

In the all following inequalities, the constants don’t depend on k.
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3 Convergence of series (2.7) and (2.8)

Let us denote as

∆s =

t∫

0

dτ

∞∫

0

dρ
ρ1+s

2τ
e−

ρ2+r2

4τ Iλk
( ρr2τ ). (3.1)

Lemma 3.1 The following estimate is true

∆s ≤
r2+s

λ2
k − (s+ 2)2

, if s+ 2 < π/θ. (3.2)

proof The successive changes of variables: ρr
2τ = x and x2τ/r2 = z lead to

∆s = rs
t∫

0

dτ

∞∫

0

21+s
(xτ
r2

)1+s
e−

r2

4τ
−τ x2

r2 Iλk
(x)dx = 21+s

∞∫

0

r2+s

x3+s
Iλk

(x)dx

×
tx2

r2∫

0

z1+se−z−
x2

4z dz ≤ 21+s

∞∫

0

r2+s

x3+s
Iλk

(x)dx

∞∫

0

z1+se−z−
x2

4z dz.

The internal integral in the last inequality can be calculated [8,(3.471(9)]

∞∫

0

z1+se−z−
x2

4z dz = 2(
x2

4
)1+s/2K2+s(x)

where Kµ(z) is a modified Bessel function of the second kind. Hence,

∆s ≤
∞∫

0

r2+s

x
Iλk

(x)K2+s(x)dx. (3.3)

The condition of s+ 2 < π/θ is sufficient to obtain the boundedness of the right part in
(3.3) for all k. Really, we take into account the tabular integral in the right part of (3.3)
[8, (6.576(5))], so that

∞∫

0

1

x
Iλk

(x)K2+s(x)dx =
1

4

Γ((λk + s+ 2)/2)Γ((λk − s− 2)/2)

Γ(λk + 1)

×F ((λk + s+ 2)/2, (λk − s− 2)/2;λk + 1; 1) =
1

4

1
λ2

k
4 − (1 + s

2)2
, (3.4)

here we employed the definition of the function F (α, β; γ; z) [8,(9.111)]. Inequality (3.3)
together with (3.4) complete the proof of Lemma 3.1. �

The similar arguments lead to the following
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Remark 3.1

∞∫

0

dτ

∞∫

0

dρ
ρ1+s

2τ
e−

ρ2+r2

4τ Iλk
( ρr2τ ) = const.

r2+s

λ2
k − (s+ 2)2

, if s+ 2 < π/θ.

Note that we take advantage of some tabular integrals in order to obtain the sharp
estimates of the weight in the statement of Lemma 3.1. It is possible to apply simpler
arguments to derive only the asymptotic ∆s with respect to λk.

Hereinafter we will use the following properties of the Bessel functions

Iµ(z) ∼ const. (z/2)µ

Γ(µ+1) , for small value of z,

Iµ(z) ∼ ez/
√

2πz + C(µ)

z3/2 , for large value of z (3.5)

where C(µ) is some function,

Kµ(z) ∼ const.z−µ for |µ| ≤ const. and small value of z,

Kµ(z) ∼ e−z/
√

2πz for |µ| ≤ const. and large value of z. (3.6)

Lemma 3.2 The following estimate holds if s < π/θ

Ds := Ds(r, t) =

∞∫

0

dρ
ρ1+s

2t
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t ) ≤ const.rs. (3.7)

proof Let us consider the problem

∂u

∂t
− ∆u = 0 in GT ,

u|t=0 = rs sinλkϕ, u|giT
= 0.

Denote by w(r, ϕ) = rs sinλkϕ and introduce the function v(r, ϕ, t) = u(r, ϕ, t)−w(r, ϕ).
The function w(r, ϕ) satisfies the equation

1

r

∂

∂r
r
∂w

∂r
+

1

r2
∂2w

∂ϕ2
= rs−2(s2 − λ2

k) sin λkϕ,

and v(r, ϕ, t) is a solution of the problem

∂v

∂t
− ∆v = rs−2(s2 − λ2

k) sinλkϕ in GT ,

v|t=0 = 0, v|giT
= 0.
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Hence, by (2.7)

v(r, ϕ, t) = (s2 − λ2
k) sin(λkϕ)

t∫

0

dτ

∞∫

0

dρ
ρ1+s−2

2(t− τ)
e
− ρ2+r2

4(t−τ) Iλk
( ρr
2(t−τ) ),

and due to Lemma 3.1
|v(r, ϕ, t)| ≤ const.rs,

so that
|u(r, ϕ, t)| ≤ const.rs.

On the other hand the solution u(r, ϕ, t) of the initial problem can be represented by
using (2.8)

u(r, ϕ, t) = sin(λkϕ)

∞∫

0

dρ
ρ1+s

2t
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t ).

If we take here ϕ = θ
2k , we will obtain inequality (3.7). �

Corollary 3.1 The inequality

e−zz1/2Iλk
(z) ≤ const., z ∈ (0,∞)

is valid for any k with a constant is independent of k.

The proof of this Corollary is given in Appendix (see subsection 7.2).

Lemma 3.3 The following equality holds if s = 0

lim
t→0

D0 = 1 (3.8)

for every λk.

proof First of all we will prove the following fact. Let

∆−2,s :=

t∫

0

dτ

∞∫

0

1

2τρ1−s
e−

r2+ρ2

4τ Iλk
( rρ2τ )dρ

where s will be chosen below.
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We show that lim
t→0

∆−2,s = 0. In fact, using the changes of variables ρr
2τ = x and

τ x
2

r2 = z,

∆−2,s =

∞∫

0

(
1

2x

)1−s

r−sIλk
(x)dx

t∫

0

1

τ1−s
e−

r2

4τ
−τ x2

r2 dτ

=

(
1

2

)1−s
∞∫

0

rs

x1+s
Iλk

(x)dx

t
x2

r2∫

0

z−1+se−z−
x2

4z dz

≤ const.

∞∫

0

rs

x1+s
Iλk

(x)
(
tx

2

r2

)α
dx

∞∫

0

z−1+s−αe−z−
x2

4z dz

≤ const.tαrs−2α

∞∫

0

1

x1−α
Iλk

(x)K−α+s(x)dx.

To estimate the inner integral in the next to last inequality, we used the integral rep-
resentation of the function Kν(y) [8,(8.432(6))]. The convergence of the integral in the
right part as x → 0 is ensured (see (3.5),(3.6)) if −1 + 2α + λk − s > −1, i.e. for
s < 2α + λk ≤ 2α + π/θ. The convergence of the integral as x → ∞ follows from the
second expressions in (3.5) and (3.6). That is why

lim
t→0

∆−2,s = 0. (3.9)

The function u(r, ϕ) = sin(λkϕ) where λk is some fixed number from the set {λk} is
the solution of the problem

∂u

∂t
− 1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
− 1

r2
∂2u

∂ϕ2
=
λk

2

r2
sin(λkϕ),

u|t=0 = sin(λkϕ), u|ϕ=0,θ = 0,

and, hence, there is in view of (2.6)-(2.8) for the solution

sin(λkϕ) = sin(λkϕ)

t∫

0

dτ

∞∫

0

dρ
λk

2

2τρ
e−

ρ2+r2

4τ Iλk
( ρr2τ )

+ sin(λkϕ)

∞∫

0

dρ
ρ

2t
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t ).

After that (3.8) follows from (3.9). �

As an application of Lemma 3.3 is the next result.
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Lemma 3.4 The equality
lim
t→0

R2(r, ϕ, t) = u0(r, ϕ) (3.10)

is true for the function R2(r, ϕ, t) from (2.6).

proof Let us denote

Lk(ρ, r, t) =
ρ

2t
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t ).

To prove the lemma, it suffices to show that the first term in the right part of the following
equality (which follows from Lemma 3.3)

lim
t→0

∞∫

0

Lk(ρ, r, t)u0k(ρ)dρ = lim
t→0

∞∫

0

Lk(ρ, r, t)[u0k(ρ) − u0k(r)]dρ+ u0k(r),

equals to zero. Let
∞∫

0

Lk(ρ, r, t)[u0k(ρ) − u0k(r)]dρ ≡ dk.

We apply the mean value theorem, Corollary 3.1, and take into account that u0(r, ϕ) ∈
P 2+α
s+2 (G). We have

u0k(ρ) − u0k(r) = (ρ− r)
du0k

dρ
(r), r ∈ [r, ρ],

so that

|dk| ≤ const.rs+1

∞∫

0

Lk(ρ, r, t)|ρ − r|max
r
r−s−1

∣∣∣du0k(r)
dr

∣∣∣ dρ ≤ const.rs+1

×max
r
r−s−1

∣∣∣du0k(r)
dr

∣∣∣
∞∫

0

ρ

2t
e−

ρ2+r2

4t
+ ρr

2t ( 2t
ρr )

1/2|ρ− r|dρ ≤ const. r
s+1

r1/2

×max
r
r−s−1

∣∣∣du0k(r)
dr

∣∣∣
∞∫

0

ρ1/2

t1/2 e
− (ρ−r)2

4t |ρ− r|dρ.

Denote (ρ− r)/2
√
t = z then

|dk| ≤ const. r
s+1

r1/2 max
r
r−s−1

∣∣∣du0k(r)
dr

∣∣∣
∞∫

−∞

|zt1/2+r|1/2

t1/2 e−z
2
ztdz

≤ const.t1/2(t1/4 + r1/2) r
s+1

r1/2 max
r
r−s−1

∣∣∣du0k(r)
dr

∣∣∣ .
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Thus,
lim
t→0

dk = 0

for every fixed r and all k.
Due to u0(r, ϕ) ∈ P 2+α

s+2 (G), we have r−s−2u0k(r) ∼ 1
k2+α and r−s−1 du0k(r)

dr ∼ 1
k1+α ,

and the all written above gives ∑

k

lim
t→0

dk = 0. (3.11)

Let us represent R2(r, ϕ, t) as

R2(r, ϕ, t) =
∑

k

sin(λkϕ)

∞∫

0

Lk(ρ, r, t)[u0k(ρ) − u0k(r)]dρ

+
∑

k

sin(λkϕ)u0k(r)D0(r, t)

where D0(r, t) was introduced in Lemma 3.2. After passing on to the limit in this
representation and taking into account (3.8) and (3.11), we obtain

lim
t→0

R2(r, ϕ, t) = lim
t→0

∑

k

sin(λkϕ)

∞∫

0

Lk(ρ, r, t)[u0k(ρ) − u0k(r)]dρ

+lim
t→0

∑

k

sin(λkϕ)u0k(r)D0(r, t) = u0(r, ϕ).

�

As a some preliminary result we note that Lemma 3.1 gives the order of the decreasing
to the coefficients of the trigonometric series for r−s−2R1(r, ϕ, t). If one takes into account
that the Fourier coefficients of functions from Hölder classes Cα have the order 1/kα,
Lemma 3.1 will lead the Fourier coefficients of r−s−2R1(r, ϕ, t) have the order 1/k2+α.
Therefore, the function r−s−2R1(r, ϕ, t) can be differentiated with respect to ϕ in the
case r and t are fixed. We will show that the function will be differentiated twice with
respect to ϕ. If the function r−s−2u0(r, ϕ) from R2(r, ϕ, t) has the second derivative with
respect to ϕ for the fixed r which belongs to classes Cα, Lemma 3.2 asserts that the
Fourier coefficients of the function r−s−2R2(r, ϕ, t) have also the order 1/k2+α.

4 Some facts from the trigonometric series theory

Let f(x) be a 2π-periodic function with the corresponding trigonometric series

f(x) ∼ a0
2 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) = S[f ].
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Note that the series S[f ] converges to f(x) in the point x due to Dini’s test for f ∈ Cα.
Let f(x) be a continuous function, and Tn(x) be any trigonometric polynomial of the
order not higher then n,

∆(Tn) := max
x∈[0,2π]

|f(x) − Tn(x)|,

En(f) := inf ∆(Tn)

where the infimum is considered throughout the set of the polynomials Tn(x). The value
of En(f) is called the best approximation of the order n to the function f(x) (see Ch.3,
n.13 in [17]).

Theorem 4.1 (S.N.Bernstein’s Theorem, Appendix to Ch.4, n.7 in [2])

En(f) = O(1/nα) (4.1)

iff f(x) ∈ Cα, α ∈ (0, 1). Moreover, if

En(f) ≤ A
1

nα
,

then
〈f〉(α)

x ≤ const.A.

The proof can be found in [11, Ch.4, n.2 ]. The next theorem contains the method of
the building of the approximating trigonometric polynomial (Jackson’s construction [11,
Ch.4, n.2]).

Theorem 4.2 Let a 2π-periodic function f(x) ∈ Cα([0, 2π]) and have the module of
continuity ω(δ). Define

un(x) = c(n)
π∫

−π
f(l)K(l − x)dl, c(n) = 3

2πn(2n2+1)
, K(z) =

(
sin(nz/2)
sin(z/2)

)4
.

Then the following statements are true:

1. The function un(x) has the form

un(x) = A+
2n−2∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

i.e. un(x) is a trigonometric polynomial of the (2n− 2) order.

2. If
π∫

−π
f(x)dx = 0, then A = 0.
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3. The following estimates holds for all x

|un(x) − f(x)| ≤ 6ω(1/n). (4.2)

We apply these theorems in the following case. Let one have the function f(x, q) =
∑
k

bk(q) sin kx where q ∈ Ω ⊂ R1, and bk(q) = 2
π

π∫

−π
f(x, q) sin kxdx, f(x, q) is continuous

with respect to x and q, f(x, q) ∈ Cαx ([0, 2π]) with α ∈ (0, 1), uniformly with respect to
q, and ω(δ) be the module of continuity to the function f(x, q) with respect to x which
is uniform with respect to q, ∑

k

max
q

|bk(q)| <∞.

This inequlaty means that
max
x,q

|f | ≥ const.
∑
k

|bk(q)|. (4.3)

Indeed, because the series
∑
k

max
q

|bk(q)| converges it is possible to choose N so as

∞∑
k=N+1

max
q

|bk(q)| ≤ 1
2max
x,q

|f |.

On the other hand the suitable constant can be searched such that

1
2max
x,q

|f | ≥ const.
N∑
k=1

max
q

|bk(q)|,

that ends the proof of (4.3).
Let us introduce the linear operator A : C → C which acts by the following rule

v(x, q) = Af(x, q) =
∑
k

µk(bk(q)) sin kx, |µk(bk(q))| ≤Mmax
q

|bk(q)|, (4.4)

where M is an independent constant of k and q. The question arises, does v(x, q) have
the same module of continuity as f(x, q). In accordance with Bernstein’s theorem this
question can be reformulated as is it possible to construct the approximating polynomial
to v(x, q) with the same approximation like (4.1). Denote Tn(x, q) = Aun(x, q) where
un(x, q) is the approximating trigonometric polynomial to the function f(x, q), then

v(x, q) − Tn(x, q) = Af(x, q) −Aun(x, q).

Following the proof of Theorem 4.2, we can write

Aun(x, q) = A

{

c(n)
π/2∫

0

[f(x+ 2z, q) + f(x− 2z, q)]K(2z)dz

}

= c(n)
π/2∫

0

A {f(x+ 2z, q) + f(x− 2z, q)}K(2z)dz.
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After that we use the equality

2c(n)
π/2∫

0

(
sin(nz)
sin(z)

)4
dz = 2c(n)

π/2∫

0

K(2z)dz = 1,

and obtain

Tn(x, q) − v(x, q) = c(n)
π/2∫

0

A {f(x+ 2z, q) + f(x− 2z, q) − 2f(x, q)}K(2z)dz. (4.5)

The definition of the operator A together with the properties of the function f(x, q)
lead to the estimates:

max
x,q

|A(f(x, q))| ≤M
∑
k

max
q

|bk(q)| ≤ const.max
x,q

|f(x, q)|,

and that is why

max
x,q

|A {f(x+ 2z, q) + f(x− 2z, q) − 2f(x, q)} | ≤ const.ω(2z).

After that the estimate of the right part can be finished like the proof of Theorem 4.2 in
[11]. We have got

|Tn(x, q) − v(x, q)| ≤ const.ω(1/n) ≤ const.
1

nα
.

Bernstein’s theorem leads to Af(x, q) ∈ Cα([0, 2π]). Moreover, the estimate

〈Af(x, q)〉(α)
x ≤ const. 〈f(x, q)〉(α)

x (4.6)

follows from the proof of Bernstein’s theorem. Thus we obtained the following fact.

Lemma 4.1 Let f(x, q) be continuous with respect to x, q and f(x, q) ∈ Cαx uniformly
with respect to q and α ∈ (0, 1),

∑
k

max
q

|bk(q)| <∞,

then Af ∈ Cαx and estimate (4.6) holds.

Assume that f(x, t) is a 2π-periodical function with respect to x and f(x, t) ∈ Cα,βx,t ,
α, β ∈ (0, 1), and ∑

k

(max
t

|bk(t)| + 〈bk〉βt ) <∞. (4.7)

Let

un(x, t) = c(n)
π∫

−π
f(s, t)K(x− s)ds
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be the trigonometric polynomial from Theorem 4.2 which approximates the function
f(x, t). We have

un(x, t1) − un(x, t2) = c(n)
π∫

−π
[f(s, t1) − f(s, t2)]K(x− s)ds.

The properties of the kernel K(x− s) ensure the inequality

max
x,t1,t2

|un(x, t1) − un(x, t2)|
|t1 − t2|β

≤ const. 〈f(x, t)〉(β)
t ,

i.e. the trigonometric polynomial approximating f(x, t) has a uniformly bounded Hölder
constant with respect to t. Let, as before, Tn(x, t) = Aun(x, t). Then

|Tn(x, t1) − Tn(x, t2)| =

∣∣∣∣∣c(n)
π∫

−π
A{f(s, t1) − f(s, t2)}K(x− s)ds

∣∣∣∣∣

≤ const.max
x,t1,t2

|f(x, t1) − f(x, t2)|.

It leads to

max
x,t1,t2

|Tn(x, t1) − Tn(x, t2)|
|t1 − t2|β

≤ const.max
x,t1,t2

|f(x, t1) − f(x, t2)|
|t1 − t2|β

. (4.8)

If one passes to a limit in (4.8) as n → ∞ (here we keep in mind that Tn(x, tk) →
Af(x, tk), k = 1, 2) then

max
x,t1,t2

|Af(x, t1) −Af(x, t2)|
|t1 − t2|β

≤ const. 〈f(x, t)〉(β)
t .

Lemma 4.2 Let the function f(x, t) be a 2π-periodical function with respect to x, and

f(x, t) ∈ Cα,βx,t , α, β ∈ (0, 1) and (4.7) holds. Then Af(x, t) ∈ Cα,βx,t and

〈Af〉(α)
x ≤ const. 〈f(x, t)〉(α)

x , 〈Af〉(β)
t ≤ const. 〈f(x, t)〉(β)

t . (4.9)

Remark 4.1 Lemmas 4.1 and 4.2 will hold if we change the functions f(x, q) ∈ Cαx and

f(x, t) ∈ Cα,βx,t onto f(x, q1, ...qn) ∈ Cαx uniformly with respect to q1...qn in Lemma 4.1,

and f(x, t1, ...tn) ∈ Cα,β1,...βn
x,t1,...tn with 0 < βi < 1, i = 1, n in Lemma 4.2, correspondingly,

and the inequality like (4.7) holds.

5 The estimates of the higher seminorms of the solution

5.1 The estimate of ∂2R1

∂ϕ2

Lemma 5.1 The function ∂2R1
∂ϕ2 meets the Hölder condition with respect to ϕ and

〈
∂2R1

∂ϕ2

〉(α)

ϕ;s+2,GT

+
∑

k

λ2
kmax
R̄T

r−s−2|R1,k(r, t)| ≤ const. 〈f〉(α)
ϕ;s,GT

. (5.1)
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proof After a formal differentiation with respect to ϕ one can obtain

∂2R1
∂ϕ2 = −∑

k

λ2
k sin(λkϕ)

t∫

0

dτ

∞∫

0

Lk(ρ, r, t − τ)bk(ρ, τ)dρ (5.2)

where bk(r, t) are the Fourier coefficients of the function f(r, ϕ, t). The function f(r, ϕ, t)
is continued odd onto the interval (−θ, 0), and f(r, ϕ, t) = 0 if ϕ = 0, θ or t < 0. In the
case of a 2θ− periodical function, the change of variables allows keeping the mentioned
above argumentations regarding to use of the approximating trigonometric polynomial
to a 2π− periodical function. Let us denote by

Bk = −λ2
k

t∫

0

dτ

∞∫

0

Lk(ρ, r, t − τ)bk(ρ, τ)dρ,

in view of Lemma 3.1, we get

|Bk| ≤ const.r2+smax
r,t

r−s|bk| (5.3)

with the constant is independent of k. After that, we put in (4.4): x = ϕ, f(x, q) :=

f(r, ϕ, t), bk(q) := r−sbk(r, t), µk(bk(q)) := r−2−sBk, Af(x, q) := r−2−s ∂2R1
∂ϕ2 . Then

Lemma 4.1 together with the properties of the function f(r, ϕ, t) (namely, f ∈ P̂
α,α/2
s (GT ),

i.e. r−sf ∈ Cαϕ([0, θ]) uniformly with respect to t and r, inequality like (4.3) holds) lead
to estimate (5.1). �

Lemma 5.2 The function ∂2R1

∂ϕ2 (r, ϕ, t) satisfies the Hölder conditions with respect to t
and r. Moreover, ∑

k

λ2
k 〈R1,k〉(α/2)t;s+2−α,RT

≤ const. 〈f〉(α/2)t;s−α,GT
, (5.4)

∑

k

λ2
k 〈R1,k〉(α)

r;s+2−α,RT
≤ const. 〈f〉(α)

r;s−α,GT
, (5.5)

[∂
2R1
∂ϕ2 ]

(α,α/2)
ϕ,t;s+2−α,GT

+
∑

k

λ2
k[R1,k]

(α,α/2)
r,t;s+2−2α,RT

≤ const.([f ]
(α,α/2)
ϕ,t;s−α,GT

+ [f ]
(α,α/2)
r,t;s−2α,GT

).

(5.6)

proof The proof of estimates (5.4) and (5.5) follows from the properties of the function
f(r, ϕ, t), Lemma 3.1 and Lemma 4.2. Regarding inequality (5.6), it is obtained if one

applies Lemmas 4.2 and 5.1 to the function [∂
2R1
∂ϕ2 (r, ϕ, t2) − ∂2R1

∂ϕ2 (r, ϕ, t1)]. �
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5.2 The estimates of the derivative of the function R1(r, ϕ, t) with re-
spect to t

First we obtain the representation of ∂R1/∂t. Let

vk(r, t) =
∂

∂t

t∫

0

dτ

∞∫

0

dρLk(ρ, r, τ)

θ∫

0

2

θ
f(ρ, ψ, t− τ) sin(λkψ)dψ. (5.7)

Assume from the beginning that f(r, ϕ, t) is differentiated with respect to t. Then
differentiation under the integral sign acts on f(r, ϕ, t), and integrating by parts gives

vk(r, t) =

t∫

0

dτ

∞∫

0

dρ
∂Lk
∂τ

(ρ, r, τ)bk(ρ, t− τ) + lim
ε→0

∞∫

0

dρLk(ρ, r, ε)bk(ρ, t). (5.8)

Note that the derivative of the function f(r, ϕ, t) is not required in (5.8). Using the
relation above, we obtain the following representation

∂R1
∂t (r, ϕ, t) =

∑
k

sin(λkϕ)

t∫

0

dτ

∞∫

0

dρ∂Lk
∂τ (ρ, r, τ)

θ∫

0

2

θ
[f(ρ, ψ, t − τ)

− f(ρ, ψ, t)] sin(λkψ)dψ +
∑
k

sin(λkϕ)

∞∫

0

dρLk(ρ, r, t)

×
θ∫

0

2

θ
f(ρ, ψ, t) sin(λkψ)dψ ≡ A1 +A2. (5.9)

Straight away, we obtain another useful representation of ∂R1
∂t (r, ϕ, t). Let

v1k(ρ, t) =

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρLk(ρ, r, t − τ)bk(ρ, τ),

vh1k(ρ, t) =

t−h∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρLk(ρ, r, t − τ)bk(ρ, τ).

The derivative of ∂v1k/∂t has been got as lim
h→0

∂vh
1k
∂t . Not complicated calculations and

Corollary 3.1 give
lim

t→+∞
Lk(ρ, r, t) = 0,
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and then

∂v1k
∂t

=

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

∂Lk
∂t

(ρ, r, t − τ)[bk(ρ, τ) − bk(ρ, t)]dρ, (5.10)

∂R1
∂t (r, ϕ, t) =

∑
k

sin(λkϕ)

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ
∂Lk
∂t

(ρ, r, t − τ)

×
θ∫

0

2

θ
[f(ρ, ψ, τ) − f(ρ, ψ, t)] sin(λkψ)dψ. (5.11)

We will use the next representation

∂Lk
∂t (ρ, r, t) = − ρ

2t2
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t ) + ρ

2t
∂
∂t{e

−
ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t )}

= i1k(ρ, r, t) + i2k(ρ, r, t). (5.12)

Lemma 5.3 The estimate
∑

k

max
RT

r−s|∂R1,k

∂t | ≤ const. ‖f‖
P

α,α/2
s (GT )

(5.13)

holds.

proof First we justify the estimate

|∂R1k
∂t | = |

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ
∂Lk
∂t

(ρ, ϕ, t − τ)[bk(ρ, τ) − bk(ρ, t)]| ≤ const.〈bk〉(α/2)t,s−αr
s (5.14)

where
∂

∂t
Lk(ρ, r, t) = −1

t
Lk(ρ, r, t) +

ρ(ρ2 + r2)

8t3
Iλk

( rρ2t )e
−
ρ2+r2

4t

− rρ2

4t3
e−

ρ2+r2

4t d
dxIλk

(x), x = rρ
2t .

From the representation of the function Iλk
(x) (see (8.431(1)) in [8])

Iλk
(x) = (x/2)λk

Γ(λk+1/2)Γ(1/2)

1∫

−1

exy(1 − y2)λk−1/2dy,

it follows

dIλk
(x)

dx = λk
x Iλk

(x) + (x/2)λk

Γ(λk+1/2)Γ(1/2)

1∫

−1

yexy(1 − y2)λk−1/2dy
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≡ λk
x Iλk

(x) +Qλk
(x).

On the other hand,(see (8.486(4)) in [8] )

x
dIλk

(x)

dx = λkIλk
(x) + xIλk+1(x),

and, hence,
xQλk

(x) = xIλk+1(x).

From this equation and the definition of Qλk
(x), we obtain

xQλk
(x) ≤ const.

{
xλk+2

Γ(λk+1) , for x ≤ 1,

xIλk
(x), for x > 1.

Returning to ∂Lk
∂t (ρ, r, t), we have got

∂Lk
∂t (ρ, r, t) = −1

tLk + 1
tLk

ρ2+r2

4t − λk
t Lk −

ρ
2t2xQλk

(x)e−
ρ2+r2

4t

≡ −m1(ρ, r, t) +m2(ρ, r, t) −m3(ρ, r, t) −m4(ρ, r, t), x = rρ
2t .

Let

M(r, t) =

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρρs−α(t− τ)α/2Lk(ρ, r, t − τ).

Since

M(r, t) =

∞∫

0

dz

∞∫

0

dρρs−αzα/2Lk(ρ, r, z),

then
∂M

∂t
(r, t) = 0.

Due to Lemma 3.2

lim
t→0

tα/2
∞∫

0

dρρs−αLk(ρ, r, t) = 0,

and therefore

∂M

∂t
(r, t) =

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ
[
∂
∂t(t− τ)α/2

]
ρs−αLk(ρ, r, t− τ)

+

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ(t− τ)α/2ρs−α ∂
∂tLk(ρ, r, t − τ). (5.15)
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Let us consider the integral

M1 = (1 + λk)

∞∫

0

dt

∞∫

0

dρρs−αt−1+α/2Lk(ρ, r, t)

corresponding to the sum (m1(ρ, r, t) + m3(ρ, r, t)) in the representation of ∂Lk
∂t (ρ, r, t).

The following estimate holds

|M1| ≤ rs 1

λ
α/2−µ
k

, µ < α/2. (5.16)

We represent its proof in the Appendix (see Subsection 7.3).
Now, using the integral representations of Iλk

(x) and Qλk
(x), we get

m2(ρ, r, t) −m4(ρ, r, t) = ρ
8t3
e−

ρ2+r2

4t {(ρ2 + r2)Iλk
(rρ/2t) − 2rρQλk

(rρ/2t)}

= ρ
8t3
e−

ρ2+r2

4t {(ρ2 − 2rρ+ r2)Iλk
(rρ/2t)

+2rρ (rρ/4t)λk

Γ(λk+1/2)Γ(1/2)

1∫

−1

(1 − y)exy(1 − y2)λk−1/2dy} ≥ 0.

Estimate (5.16) means that
∞∫

0

dτ

∞∫

0

dρρs−ατα/2(m1(ρ, r, τ) +m3(ρ, r, τ)) ≤ const.rs 1

λ
α/2−µ
k

. (5.17)

Note that the estimate of the first term at the right part of (5.15) is contained in (5.16),
thus, by the equation ∂M

∂t (r, t) = 0, we get

∞∫

0

dτ

∞∫

0

dρρs−ατα/2(m2(ρ, r, τ) −m4(ρ, r, τ)) ≤ const.rs 1

λ
α/2−µ
k

. (5.18)

At last, we are ready with (5.17) and (5.18) to prove inequality (5.14):

|∂R1k
∂t | ≤ 〈bk〉(α/2)t,s−α,RT

rs
∞∫

0

dτ

∞∫

0

dρ|∂Lk
∂t

(ρ, ϕ, τ)|ρs−ατ
α
2 = 〈bk〉(α/2)t,s−α,RT

rs

×
t∫

−∞

∞∫

0

ρs−ατ
α
2 (m1(ρ, r, τ) +m3(ρ, r, τ) +m2(ρ, r, τ) −m4(ρ, r, τ))

≤ const.〈bk〉(α/2)t,s−α,RT

rs

λ
α/2−µ
k

.

As the series
∑
k

〈bk〉(α/2)t,s−α,RT
converges, we arrive to (5.13), that finishes the proof of

Lemma 5.3. �
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5.3 The Hölder constant of the function
∂R1

∂t
(r, ϕ, t) with respect to ϕ

We apply Theorem 4.2 to estimate the Hölder constant of the function
∂R1
∂t (r, ϕ, t) with

respect to ϕ.
Let us consider the following function

F (x, t, τ) = g(x, t − τ) − g(x, t), g(x, t) ∈ C
α,α/2
x,t (ΩT )

where
ΩT := [0, 2π] × [0, T ], α ∈ (0, 1),

and the function g(x, t) satisfies to inequality (4.7). The approximating polynomial to
F (x, t, τ) is

un(x, t, τ) = c(n)
π/2∫

0

[F (x+ 2l, t, τ) + F (x− 2l, t, τ)]K(2l)dl.

Let
Tn(x, t, τ) = Aun(x, t, τ)

where the operator A, on the one hand, is the operator like A from (4.4) with f(x, q) :=
F (x, t, τ), and, on the other hand, models the operator from the right hand side in (5.11).
In the same way as formerly,

Tn(x, t, τ) −AF (x, t, τ) = c(n)
π/2∫

0

A{F (x+ 2l, t, τ) + F (x− 2l, t, τ)

−2F (x, t, τ)}K(2l)dl. (5.19)

After action of the operator A and following the proof of Lemma 5.3, we have got

max
x,t,τ

|AF (x, t, τ)| ≤ const.max
x,t,τ

{
|F (x,t,τ)|

τα/2

}
.

We apply this estimate to the integrand in (5.19) and obtain

|Tn(x, t, τ) −AF (x, t, τ)| ≤ const.c(n)
π/2∫

0

K(2l)

×max
x,t,τ

{
|F (x+2l,t,τ)+F (x−2l,t,τ)−2F (x,t,τ)|

τα/2

}
dl.

It is obviously that

max
x,t,τ

|F (x+2l,t,τ)+F (x−2l,t,τ)−2F (x,t,τ)|

τα/2 ≤ const.[g]
(α,α/2)
x,t;ΩT

lα.
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That is why following for the proof of Theorem 4.2, we obtain that the studied function
AF (x, t, τ) ∈ Cαx [0, 2π]).

Thus, the similar considerations in the case of the function
∂R1
∂t (r, ϕ, t) lead to

r−s
∂R1

∂t
(r, ϕ, t) ∈ Cαϕ ,

〈
∂R1
∂t

〉(α)

ϕ;s,GT

≤ const.[f ]
(α,α/2)
ϕ,t;s−α,GT

. (5.20)

This is the place where the additional smoothness of the function f(r, ϕ, t), i.e. the

boundedness of the seminorm [f ]
(α,α/2)
φ,t;s−α,GT

, is used. That, of course, is stipulated by the
approach to the investigation of the problem.

5.4 The Hölder constant of the function ∂R1

∂t
(r, ϕ, t) with respect to t

In this section we make use representation (5.11) of the function
∂R1
∂t (r, ϕ, t). Let t2 > t1,

and △t = t2 − t1. We have

∂R1
∂t (r, ϕ, t2) − ∂R1

∂t (r, ϕ, t1) =

∑
k

sin(λkϕ)
t2∫

2t1−t2

dτ
∞∫

0

dρ∂Lk
∂τ (ρ, r, t2 − τ)[bk(ρ, τ) − bk(ρ, t2)]−

−∑
k

sin(λkϕ)
t1∫

2t1−t2

dτ
∞∫

0

dρ∂Lk
∂τ (ρ, r, t1 − τ)[bk(ρ, τ) − bk(ρ, t1)]

+
∑
k

sin(λkϕ)
2t1−t2∫

−∞
dτ

∞∫

0

dρ[bk(ρ, τ) − bk(ρ, t1)]
[
∂Lk
∂τ (ρ, r, t2 − τ) − ∂Lk

∂τ (ρ, r, t1 − τ)
]

+
∑
k

sin(λkϕ)
2t1−t2∫

−∞
dτ

∞∫

0

dρ[bk(ρ, t1) − bk(ρ, t2)]
∂Lk
∂τ (ρ, r, t2 − τ)

=
4∑
i=1

∑
k

sin(λkϕ)
2∑
j=1

A
(i)
j,k, (5.21)

where A
(i)
1,k, i = 1, 4, correspond to i1k in representation (5.12) for the function ∂Lk/∂t

and A
(i)
2,k, i = 1, 4, do to i2k. By the definition

A
(1)
1,k = −

t2∫

2t1−t2

dτ

∞∫

0

dρ ρ
2(t2−τ)2

e
−
ρ2+r2

4(t2−τ) Iλk
( ρr
2(t2−τ)

)[bk(ρ, τ) − bk(ρ, t2)],

so that the inequality

|A(1)
1,k| ≤ const.

t2∫

2t1−t2

dτ

∞∫

0

dρ ρs+1−α

(t2−τ)2−α/2 e
−
ρ2+r2

4(t2−τ) Iλk
( ρr
2(t2−τ)

) 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT
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is valid. After applying Lemma 3.2, we obtain

|A(1)
1,k| ≤ const.rs−α 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

t2∫

2t1−t2

dτ
(t2−τ)1−α/2

≤ const.rs−α(∆t)α/2 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT
. (5.22)

The estimate of A
(2)
1,k has been done with the same way. To estimate

A
(3)
1,k =

2t1−t2∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ[bk(ρ, τ) − bk(ρ, t1)][i1k(ρ, r, t2 − τ) − i1k(ρ, r, t1 − τ)],

we apply the mean value theorem. To this end we calculate

∂

∂t

{
ρ

2t2
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t )

}
= −∂i1k

∂t
= − ρ

t3
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t )

+ ρ
2t2

∂

∂t

{
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t )

}
= J1k + J2k.

Let t ∈ (t1, t2) and

A
(3,1)
1,k =

2t1−t2∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ[bk(ρ, τ) − bk(ρ, t1)]
ρ(t2−t1)

(t−τ)3
e
−
ρ2+r2

4(t−τ) Iλk
( ρr
2(t−τ)

).

We restrict ourself only by the estimate of A
(3,1)
1,k , that is the part of A

(3)
1,k corresponding

to J1k. The rest estimates are proved with the same way.
Note that t− τ ≥ t1 − τ and t− 2t1 + t2 ≥ ∆t, thus, Lemma 3.2 gives

A
(3,1)
1,k ≤ (∆t) 〈bk〉(α/2)t,s−α,RT

2t1−t2∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ ρs+1−α

(t−τ)3−α/2 e
−
ρ2+r2

4(t−τ) Iλk
( ρr
2(t−τ)

)

≤ const.rs−α(∆t)α/2 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT
.

The estimate of A
(4)
j,k in (5.21) is got simultaneously for j = 1 and j = 2. We have

∣∣∣∣∣
2∑
j=1

A
(4)
j,k

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

2t1−t2∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ[bk(ρ, t1) − bk(ρ, t2)]
∂Lk
∂τ

(ρ, r, t2 − τ)

∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

dρ[bk(ρ, t1) − bk(ρ, t2)]

2t1−t2∫

−∞

∂Lk
∂τ

(ρ, r, t2 − τ)dτ

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

dρ[bk(ρ, t1) − bk(ρ, t2)]
ρ

2∆te
−
ρ2+r2

4∆t Iλk
( ρr
2∆t)

∣∣∣∣∣∣

≤ const.rs−α(∆t)α/2 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT
,

where Lemma 3.2 is applied.

The coefficients A
(i)
j,k, i = 1, 3, j = 2, are evaluated similarly. Thus, the all written

above gives the estimate for all i = 1, 4, and j = 1, 2

|A(i)
j,k| ≤ const.rs−α(∆t)α/2 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

.

This inequality together with the convergence of
∑
k

〈bk〉(α/2)t;s−α,RT
lead to

∑

k

〈
∂R1,k

∂t

〉(α/2)

t;s−α,RT

≤ const. 〈f〉(α/2)t;s−α,GT
(5.23)

as was to be proved.

5.5 The Hölder constant of the function
∂R1

∂t
(r, ϕ, t) with respect to r

We change the variables in the representation
∂R1
∂t (r, ϕ, t) from (5.11): t − τ → τ , and

consider as the example, the part of one which corresponds to i1k(ρ, r, t) in (5.12). Let

V1(r, ϕ, t) =
∑
k

sin(λkϕ)

∞∫

0

dτ

∞∫

0

dρi1k(ρ, r, τ)[bk(ρ, t− τ) − bk(ρ, t)]

≡
∑
k

sin(λkϕ)V1,k(r, t).

Consider the difference as h > 0

V1(r + h, ϕ, t) − V1(r, ϕ, t)

=
∑
k

sin(λkϕ)

h2∫

0

dτ

∞∫

0

dρi1k(ρ, r + h, τ)[bk(ρ, t− τ) − bk(ρ, t)]
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−∑
k

sin(λkϕ)

h2∫

0

dτ

∞∫

0

dρi1k(ρ, r, τ)[bk(ρ, t− τ) − bk(ρ, t)]

+
∑
k

sin(λkϕ)

∞∫

h2

dτ

∞∫

0

dρ[i1k(ρ, r + h, τ) − i1k(ρ, r, τ)]

×[bk(ρ, t− τ) − bk(ρ, t)] ≡
3∑
j=1

∑
k

V j
1,k sin(λkϕ). (5.24)

Let rh = r + h. One can easy estimate the coefficients V j
1,k, j = 1, 2 with Lemma 3.2.

For instance,

|V 1
1,k| ≤ 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

h2∫

0

dτ

∞∫

0

dρρ
s+1−α

2τ2 τα/2e−
ρ2+r2h

4τ Iλk
(ρrh2τ )

≤ const.rs−α 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

h2∫

0

dτ 1
τ1−α/2 ≤ const.rs−α 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

hα.

To estimate V 3
1,k in (5.24), we apply the mean value theorem. We have

∂i1k(ρ, r, t)

∂r
= rρ

4t3 e
−
ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t ) −

ρ2

4t3 e
−
ρ2+r2

4t d
dxIλk

(x)

= ρ
2t2

{
r
2tIλk

(x) − ρ
2t

d
dxIλk

(x)
}
e−

ρ2+r2

4t

= ρ
2t2

r−ρ
2t Iλk

(x)e−
ρ2+r2

4t − ρ
2t2

ρ
2t [

d
dxIλk

(x)

− Iλk
(x)]e−

ρ2+r2

4t = j1k + j2k (5.25)

where ρr/2t = x. In compliance with (5.25) the Fourier coefficients V 3
1,k can be repre-

sented as V 3
1,k = V 3,1

1,k + V 3,2
1,k . First we estimate V 3,1

1,k

V 3,1
1,k = h

∞∫

h2

dτ

∞∫

0

dρρ(r−ρ)
4τ3 e−

ρ2+r2

4τ Iλk
( ρr2τ )[bk(ρ, t− τ) − bk(ρ, t)]

where r ∈ (r, r + h). We have by properties of the function bk(ρ, t)

|V 3,1
1,k | ≤ 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

h

∞∫

h2

dτ

∞∫

0

dρρ
1+s−α|r−ρ|

4τ3 τα/2e−
ρ2+r2

4τ Iλk
( ρr2τ ),
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and as it follows from Subsection 7.4 in Appendix

∞∫

0

dρρ
1+s−α|r−ρ|

4t3/2 e−
ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t ) ≤ const.rs−α.

Therefore

|V 3,1
1,k | ≤ const. 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

hrs−α
∞∫

h2

τα/2−3/2dτ ≤ const. 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT
hαrs−α (5.26)

≤ const. 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT
hα(r + h)s−α ≤ const. 〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

hαrs−α,

since the only case h ≤ r should be considered to get the Hölder constant for ∂R1/∂t
with respect to r.

As for V 3,2
1,k corresponding to j2k in (5.25), it can be represented as (x = rρ/2t)

j2k = −ρ2

4t3

[
d
dxIλk

(x) − Iλk
(x)

]
e−

ρ2+r2

4t = ρ2

4t3
e−

ρ2+r2

4t

[
Iλk

(x) − λk
x Iλk

(x) −Qλk
(x)

]

and

j2k ≤ ρλk

2rt2
Iλk

(rρ/2t)e−
ρ2+r2

4t + ρ2

4t3
e−

ρ2+r2

4t [Iλk
(rρ/2t) − Iλk+1(rρ/2t)].

Note that the first term in the right part of the last inequality is estimated in the proof of
Lemma 5.3 (see (5.16)), as for the second term one is evaluated like V 3,1

1,k . If we take into
account that from the equation Iλk+1(x) = Qλk

(x), we have Iλk+1(x) ≤ const.Iλk
(x),

and, hence, by Corollary 3.1, x1/2e−xIλk+1(x) ≤ const. uniformly in k. From here it
follows that Iλk

(x) − Iλk+1(x) ∼ const.x−3/2 for large value of x where the constant
in independent of k. Using this fact, we can repeat the arguments from Subsection 7.4.

Thus, the estimate like (5.26) holds for V 3,2
1,k . On account of convergence of

∑
k

〈bk〉(α/2)t;s−α,RT

we have got ∑

k

〈V1,k〉(α)
r;s−α,RT

≤ const. 〈f〉(α,α/2)r,t;s−α,GT
.

Finally, we note that the analogous methods are applied to treat the function (which
corresponds to i2k from (5.12))

V2(r, ϕ, t) =
∑
k

sin(λkϕ)

∞∫

0

dτ

∞∫

0

dρi2k(ρ, r, τ)[bk(ρ, t− τ) − bk(ρ, t)]

≡
∑

k

V2,k(r, t) sin(λkϕ),
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and the following is true
∑

k

〈V2,k〉(α)
r;s−α,RT

≤ const. 〈f〉(α,α/2)r,t;s−α,GT
.

The all written above leads to the estimate
∑

k

〈
∂R1,k

∂t

〉(α)

r;s−α,RT

≤ const. 〈f〉(α,α/2)r,t;s−α,GT
. (5.27)

Remark 5.1 Note that the estimate of
∑
k

[
∂R1,k

∂t ]
α,α/2
r,t;s−2α,RT

will be obtained with the same

way if we apply the arguments above to the difference [∂R1
∂t (r, ϕ, t2) − ∂R1

∂t (r, ϕ, t1)].

5.6 The estimate of the seminorm [∂R1

∂t
]
(α,α/2)
ϕ,t;s−α,GT

We will use representation (5.21) to the difference of ∂R1
∂t (r, ϕ, t2)− ∂R1

∂t (r, ϕ, t1) to obtain

the desired estimate. Let us consider the item A
(1)
j,k = A

(1)
j,k(r, ϕ, t1, t2). Let A1 be the op-

erator corresponding to A
(1)
j,k , i.e. A1(f(r, ϕ, τ) − f(r, ϕ, t2)) = A

(1)
j,k(r, ϕ, t1, t2) = v(r, ϕ),

and

un(f(r, ϕ, τ) − f(r, ϕ, t2)) = c(n)
π/2∫

0

[f(r, ϕ+ 2lθ/π, τ) − f(r, ϕ− 2lθ/π, τ)

−f(r, ϕ+ 2lθ/π, t2) + f(r, ϕ− 2lθ/π, t2)]K(2l)dl

be the approximating trigonometric polynomial of f(r, ϕ, τ) − f(r, ϕ, t2). After that we
introduce the approximating trigonometric polynomial of A1(f(r, ϕ, τ) − f(r, ϕ, t2)) as
Tn(r, ϕ, τ, t2) = A1un(f(r, ϕ, τ) − f(r, ϕ, t2)). Then, as before,

v − Tn = c(n)
π/2∫

0

A1{f(r, ϕ + 2lθ/π, τ) − f(r, ϕ− 2lθ/π, τ)

− f(r, ϕ + 2lθ/π, t2) + f(r, ϕ− 2lθ/π, t2)

− 2[f(r, ϕ, τ) − f(r, ϕ, t2)]}K(2l)dl.

Estimate (5.22) ensured that the value A1{...} where {...} is the expression in the braces
in the integrand can be evaluated as

|A1{...}| ≤ const.lαrs−α|∆t|α/2[f ]
(α,α/2)
ϕ,t;s−α,GT

.

After that, ending the estimate as well as the proof of Theorem 4.2 and applying Theorem

4.1, we get
A

(1)
j,k(r,ϕ,t1,t2)

rs−α|∆t|α/2 ∈ Cαϕ uniformly with respect to the rest variables. The same

arguments are true in the case of other terms in (5.21). This means

[∂R1
∂t ]

(α,α/2)
ϕ,t;s−α,GT

≤ const.[f ]
(α,α/2)
ϕ,t;s−α,GT

. (5.28)
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6 The proof of Theorem 2.1 and applications

To end the proof of Theorem 2.1, we note the following. The exact representation of
the solution in (2.6) has been got. We have shown the proof of the estimates to the
higher derivatives of the solution with respect to ϕ and t. After that the derivatives of
the solution with respect to r are evaluated with these estimates and the equation. We
have given the estimates of the solution corresponding to the bulk potential, and the
estimates of the potential corresponding to the initial data are done with the same way.
This proves estimate (2.11). A uniqueness of the solution in the wider class has been
proved in [13]. Thus, Theorem 2.1 has been proved.

Remark 6.1 Problem (2.3) with not uniform boundary conditions can be studied with
reduction one to the problem with uniformly boundary value problem if the boundary
functions are extended into the domain GT (see [13]).

Remark 6.2 The described method makes possible to consider the homogeneous Dirichlet
initial problem in an arbitrary domain in R2 with an corner point on the boundary.

In this section we only formulate the result relating to the problem for the parabolic
equation with singular coefficients of the form

∂u

∂t
−

(
1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
+
b

r

∂u

∂r

)
− 1

r2

(
∂2u

∂ϕ2
+
b

ϕ

∂u

∂ϕ

)
= f(r, ϕ, t), (r, ϕ, t) ∈ GT , (6.1)

∂u

∂ϕ
|ϕ=0 = 0, u|ϕ=θ = 0, u|t=0 = u0(r, ϕ), (6.2)

where b = const. > 0.
Equation (6.1) is the main part of the parabolic equation with the Bessel operator

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
−

(
∂2u

∂y2
+
b

y

∂u

∂y

)
= f(x, y, t), (r, ϕ, t) ∈ GT ,

which can be also rewritten in the form

∂u

∂t
−

(
1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
+
b

r

∂u

∂r

)
− 1

r2

(
∂2u

∂ϕ2
+ b

cosϕ

sinϕ

∂u

∂ϕ

)
= f(r, ϕ, t), (r, ϕ, t) ∈ GT . (6.3)

If b = 0, we get the problem for the heat equation.
We shall use the representation of a solution to problem (6.1), (6.2) in the form of

the Fourier series by using eigenfunctions of the problem

∂2v

∂ϕ2
+
b

ϕ

∂v

∂ϕ
= −λ2v ϕ ∈ (0, θ), (6.4)
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∂v

∂ϕ
|ϕ=0 = 0, v|ϕ=θ = 0. (6.5)

Equation (6.4) has the two linearly independent solutions:

v1(ϕ) = ϕq/2Jq/2(λkϕ), v2(ϕ) = ϕq/2J−q/2(λkϕ), q = 1 − b, b 6= 1,

and if b = 1
v1(ϕ) = J0(λkϕ), v2(ϕ) = N0(λkϕ),

where Jν(x) and Nν(x) are the Bessel functions of the first and second kind. The Bessel
functions Jν(x) has the power series representation

Jν(x) =
xν

2ν

∞∑

k=0

(−1)k
x2k

22kk!Γ(ν + k + 1)
.

In view of this expansion the eigenfunctions v2(φ) for b 6= 1 and v1(φ) for b = 1 are
appropriate for our purpose. They have the bounded second derivative and satisfy the
first boundary condition in (6.5). To satisfy the second one, we define λ = λk as the
solutions of the equation J−q/2(λkθ) = 0, k = 1, 2, .... We will say about the case b 6= 1,
the case b = 1 can be studied similarly.

The formal solution of problem (6.1),(6.2) is represented as

u(r, ϕ, t) = R1b(r, ϕ, t) +R2b(r, ϕ, t), (6.6)

where R1b(r, ϕ, t) is the volume potential

R1b(r, ϕ, t) =
∑

k

ϕq/2J−q/2(λkϕ)

∫ t

0
dτ

∫ ∞

0

(ρ
r

)b/2 ρ

2(t− τ)
e
− ρ2+r2

4(t−τ)

×Iνk

(
ρr

2(t− τ)

)
akdρ

with

ak =

(
θ2

2
J2

1−q/2(λkθ)

)−1 ∫ θ

0
ψ1−q/2J−q/2(λkψ)f(ρ, ψ, τ)dψ,

and R2b(r, ϕ, t) is the initial data potential

R2b(r, ϕ, t) =
∑

k

ϕq/2J−q/2(λkϕ)

∫ ∞

0

(ρ
r

)b/2 ρ

2t
e−

ρ2+r2

4t

×Iνk

(ρr
2t

)
a0kdρ

with

a0k =

(
θ2

2
J2

1−q/2(λkθ)

)−1 ∫ θ

0
ψ1−q/2J−q/2(λkψ)u0(ρ, ψ)dψ,
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and ν2
k = λ2

k + b2/4.
It turns out that the natural space for solutions of problem (6.1), (6.2) is the space

P
l+α,(l+α)/2
s,b (GT ) of the functions with the finite norm (l is an integer, α ∈ (0, 1))

‖u‖
P

l+α,(l+α)/2
s,b (GT )

=
∑

0≤β1+β2+2a≤l

sup
(r,φ,t)∈GT

r−s+β1+2aϕb/2|Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u|

+
∑

0<l+α−(β1+β2+2a)<2

{< ϕb/2Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u >

(
l+α−β1−β2−2a

2
)

t;s−β1−2a−α,GT

+[ϕb/2Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u]

(α,
l+α−β1−β2−2a

2
)

r,t;s−β1−2a−2α,GT

+[ϕb/2Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u]

(α,
l+α−β1−β2−2a

2
)

ϕ,t;s−β1−2a−α,GT
}

+
∑

β1+β2+2a=l

{< ϕb/2Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u >

(α)
r;s−β1−2a−α,GT

+ < ϕb/2Dβ1
r D

β2
ϕ D

a
t u >

(α)
ϕ;s−β1−2a,GT

}.

We introduce the subspace P̂
l+α,

l+α
2

s,b (GT ) (P̂ l+αs,b (G)) of the space P
l+α,

l+α
2

s (GT )

(P l+αs (G)) like the definition of P̂
l+α,

l+α
2

s (GT ) (P̂ l+αs (G)). We are looking for the so-
lution to the problem in the form of the series and waiting that these series converge in
GT . All their terms are equal to zero at ϕ = 0, thus, the condition

f(r, θ, t) = 0 (6.7)

is necessary for the solvability of the problem in P
2+α,(2+α)/2
s,b (GT ).

Theorem 6.1 Assume that the consistency conditions of the first order and condition

(6.7) are fulfilled. The functions f ∈ P̂
α,α/2
s,b (GT ) and u0 ∈ P̂ 2+α

s+2,b(G) Then there exists

a unique solution u(r, ϕ, t) ∈ P̂
2+α, 2+α

2
s,b (GT ) and

‖u‖
P

2+α,(2+α)/2
s+2,b (GT )

+ S(u)
P̂

2+α,(2+α)/2
s+2,b (GT )

≤ const.(‖f‖
P

α,α/2
s,b (GT )

+ ‖u0‖P 2+α
s+2,b(G)

+S(f)
P̂

α,α/2
s,b (GT )

+ S(u0)P̂ 2+α
s+2,b(G)

), (6.8)

where the constant in (6.8) is independent of u(r, ϕ, t), α ∈ (0, 1) and s + 2 < (λ2
1 +

b2/4)1/2, λ1θ is the smallest root of the equation J−q/2(λkθ) = 0.
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In a general, the proof of Theorem 6.1 repeats our arguments from the proof of
Theorem 2.1. We note only that if k >> 1,

J−q/2(λkϕ) ∼
√

1

λkϕ
{cos(λkϕ+ π(q − 1)/4), λkθ ∼ (k − (q + 1)/4)π +O(1/k),

that gives the possibility to apply here the theorems from the trigonometric series theory.

7 Appendix

7.1 Formal representation of the solution of (2.3)

To obtain the formal solution of problem (2.3), we applied the method of the separation of
the variables. In detail, one consists in the following. Let us consider case of u0(r, ϕ) ≡ 0
(this case corresponds to R2(r, ϕ, t) = 0 in (2.4)). We look for the solution u(r, ϕ, t) of
the problem

∂u

∂t
− 1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
− 1

r2
∂2u

∂ϕ2
= f(r, ϕ, t), (r, ϕ, t) ∈ GT ,

u|giT
= 0, u|t=0 = 0, (r, ϕ) ∈ G, (7.1)

as
u(r, ϕ, t) =

∑

k

Vk(r, t)Φk(ϕ). (7.2)

After the substitution of the function Vk(r, t)Φk(ϕ) into the homogenous equation
and boundary condition from (7.1), we obtain

r2
∂Vk
∂t − 1

r
∂
∂rr

∂Vk
∂r

Vk
=

∂2Φk
∂ϕ2

Φk
≡ −λ2

k, (7.3)

and
Φk(0) = Φk(θ) = 0. (7.4)

Conditions (7.3) and (7.4) lead to the function Φk is the solution of the problem

Φ′′
k(ϕ) + λ2

kΦk = 0,

Φk(0) = Φk(θ) = 0. (7.5)

The solution of (7.5) is the function

Φk = sinλkϕ, λk = πk/θ, k = 1, 2.... (7.6)
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Now we return to problem (7.1) and represent f(r, ϕ, t) as

f(r, ϕ, t) =
∑

k

bk(r, t)sinλkϕ, (7.7)

with

bk(r, t) =
2

θ

∫ θ

0
f(r, ψ, t)sinλkψdψ. (7.8)

After that we substitute (7.2), (7.7) and (7.8) to the equation and the initial condition
of (7.1) and have got

∂Vk
∂t

− 1

r

∂

∂r
r
∂Vk
∂r

+ λ2
k

Vk
r2

= bk(r, t),

Vk(r, 0) = 0. (7.9)

Here we use that the function Φk(ϕ) satisfies to the equation from (7.5).
Let us denote the Hankel transformation (see, for example, [8],[12],[15] for discussion)

with respect to r of the functions Vk(r, t) and bk(r, t) by V̂k(µ, t) and b̂k(µ, t), respectively,
µ is the parameter under this transformation:

V̂k(µ, t) =

∫ ∞

0
Vk(r, t)rJλk

(µr)dr;

b̂k(µ, t) =

∫ ∞

0
bk(r, t)rJλk

(µr)dr, (7.10)

where Jλk
(µr) is the Bessel function [8].

Expression (7.9) together with (7.10) lead to the following problem for the function
V̂k(µ, t)

dV̂k
dt

+ µ2V̂k = b̂k(µ, t),

V̂k(µ, 0) = 0. (7.11)

It is easy to check that the function

V̂k(µ, t) =

∫ t

0
e−µ

2(t−τ)b̂k(µ, τ)dτ (7.12)

gives the solution of problem (7.11).
After applying the inverse Hankel transformation in (7.12), we obtain

Vk(r, t) =

∫ ∞

0
µJλk

(µr)

∫ t

0
e−µ

2(t−τ)b̂k(µ, τ)dτdµ. (7.13)

Then the formal solution (7.1) follows from (7.2), (7.6) and (7.13), so,

u(r, ϕ, t) =
∑

k=1

sinλkϕ

∫ ∞

0
µJλk

(µr)

∫ t

0
e−µ

2(t−τ)b̂k(µ, τ)dτdµ. (7.14)
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To obtain formula (2.7), we transform (7.14) applying formula (6.633(2)) from [8]:

∫ ∞

0
µe−µ

2(t−τ)Jλk
(µr)Jλk

(µρ)dµ =
1

2(t− τ)
Iλk

(
rρ

2(t− τ)
)exp(− r2 + ρ2

4(t− τ)
)

where Iλk
(x) is the modified Bessel function.

Thus,

u(r, ϕ, t) =
∑

k=1

sinλkϕ

∫ t

0
dτ

∫ ∞

0
dρbk(ρ, τ)ρ

∫ ∞

0
µJλk

(µr)e−µ
2(t−τ)Jλk

(µρ)dµ

=
∑

k=1

sinλkϕ

∫ t

0
dτ

∫ ∞

0
dρbk(ρ, τ)

ρ

2(t − τ)
Iλk

(
rρ

2(t− τ)
)exp(− r2 + ρ2

4(t − τ)
).

That gives (2.6), (2.7) with R2 ≡ 0 (due to u0 ≡ 0). To obtain the complete formula
(2.6), i.e. with R2 6= 0, it is enough to consider the problem

∂u

∂t
− 1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
− 1

r2
∂2u

∂ϕ2
= 0, (r, ϕ, t) ∈ GT ,

u|giT
= 0, u|t=0 = u0(r, ϕ), (r, ϕ) ∈ G, (7.15)

and apply all reasoning mentioned above to this one.
After that the solution of (2.3) is represented as:

u(r, ϕ, t) = R1(r, ϕ, t) +R2(r, ϕ, t) (7.16)

where R1(r, ϕ, t) and R2(r, ϕ, t) are the solutions of problem (7.1) and (7.15), correspond-
ingly:

R1(r, ϕ, t) =
∑

k

sin(λkϕ)

t∫

0

dτ

∞∫

0

dρ
ρ

2(t− τ)
e
− ρ2+r2

4(t−τ) Iλk
( ρr
2(t−τ) )bk(ρ, τ),

R2(r, ϕ, t) =
∑

k

sin(λkϕ)

∞∫

0

dρ
ρ

2t
e−

ρ2+r2

4t Iλk
(ρr2t )u0k(ρ), (7.17)

u0k(r) =
2

θ

θ∫

0

u0(r, ψ) sin(λkψ)dψ, bk(r, t) =
2

θ

θ∫

0

f(r, ψ, t) sin(λkψ)dψ. (7.18)

Equation (2.6) means that the desired solution is the sum of the volume potential
R1(r, φ, t) and the potential of the initial data R2(r, φ, t).
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The representation for R1(r, ϕ, t) can be rewritten also at the view

R1(r, ϕ, t) =
∑

k

sin(λkϕ)

t∫

−∞

dτ

∞∫

0

dρ
ρ

2(t− τ)
e
− ρ2+r2

4(t−τ) Iλk
( ρr
2(t−τ) )bk(ρ, τ), (7.19)

if f(r, ϕ, t) = 0 for t < 0, that was assumed.
Thus representations (7.16)-(7.19) give (2.6)-(2.9).

7.2 Proof of Corollary 3.1

In the integral from (3.7), we change the variable ρr
2t = x and then x2 = y

Ds =

∞∫

0

(
2xt

r

)1+s 2t

r

1

2t
e−

r2

4t
−tx2

r2 Iλk
(x)dx =

=

(
2t

r

)1+s 1

2r
e−

r2

4t

∞∫

0

ys/2e−t
y

r2 Iλk
(y1/2)dy.

Using tabular integral (6.643(2)) in [8], we obtain

Ds = 21+srs(t/r2)
1+s
2 e−

r2

8t
Γ(λk+s+2

2 )

Γ(λk + 1)
M

− 1+s
2
,
λk
2

(r2/4t).

In our case (see (9.221) in [8])

M
− 1+s

2
,
λk
2

(r2/4t) =
(r2/4t)

λk+1

2

2λkB(λk−s
2 , λk+s+2

2 )
N

(
λk,

r2

8t

)
,

where B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y) , Γ(x) is the Gamma function, and

N

(
λk,

r2

8t

)
=

1∫

−1

(1 + z)
λk+s

2 (1 − z)
λk−2−s

2 ez
r2

8t dz.

By the substitution 1 + z = x we go to

N

(
λk,

r2

8t

)
=

2∫

0

e−
r2

8t x
λk+s

2 (2 − x)
λk−2−s

2 ex
r2

8t dx.

In this equality, we put s = −1 and use tabular integral (3.383(2)) from [8], then

N
(
λk,

r2

8t

)
=

√
π

(
16t
r2

)λk
2 Γ

(
λk+1

2

)
Iλk

2

(
r2

8t

)
.
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Finally, we gather our calculations and obtain

D−1 = const.r−1e−zz
1
2 Iλk

2

(z), z = r2/8t.

Lemma 3.2 leads to
e−zz

1
2 Iλk

2

(z) ≤ const.,

where the constant does not depend on k. Recall that λk = π
θ k, so, if we take k = 2n,

n = 1, 2, ..., we will obtain our assertion. This ends the proof of Corollary 3.1.

7.3 The estimate of the integral M1 = (1 + λk)
∞∫

0

dt
∞∫

0

dρ ρs−α

t1−α/2 Lk(ρ, r, t)

By using the representation of the function Iλk
(x) from (7.7.3(25)) in [3], we get (below

we will point out in parentheses the change of variables in integrals)

M1 = (1 + λk)

∞∫

0

dt

∞∫

0

dρ
ρ1+s−α

t1−α/2

∞∫

0

Jλk
(ρµ)Jλk

(rµ)e−tµ
2
µdµ = (µ = z/ρ)

= (1 + λk)

∞∫

0

dt

∞∫

0

dρ
ρ−1+s−α

t1−α/2

∞∫

0

Jλk
(zr/ρ)Jλk

(z)e−z
2tρ−2

zdz = (ρ = y−1)

= (1 + λk)

∞∫

0

dyy−1−s+α

∞∫

0

dzzJλk
(zry)Jλk

(z)

∞∫

0

dtt−1+α/2e−z
2ty2 .

The last integral can be calculated (see (3.381(4)) in [8])

∞∫

0

dtt−1+α/2e−z
2ty2 =

Γ(α/2)

zαyα
,

so that after the changing of the variable y = q/r

M1 = (1 + λk)r
sΓ(α/2)

∞∫

0

dqq−1−s

∞∫

0

dzz1−αJλk
(zq)Jλk

(z) = (1 + λk)r
sΓ(α/2)

×






1−ε∫

0

+

1+ε∫

1−ε

+

∞∫

1+ε




 dqq−1−s

∞∫

0

dzz1−αJλk
(zq)Jλk

(z) ≡ (1 + λk)r
sΓ(α/2)(M

(1)
1

+M
(2)
1 +M

(3)
1 ). (7.20)
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For q ∈ (0, 1 − ε) the integral (see (7.7.4(29)) in [3])

d1 =

∞∫

0

dzz1−αJλk
(zq)Jλk

(z) =
qλkΓ(λk + 1 − α/2)

2α−1Γ(λk + 1)Γ(α/2)

×F (λk + 1 − α/2, 1 − α/2;λk + 1; q2).

The function F (λk + 1 − α/2, 1 − α/2;λk + 1; q2) is bounded (see (9.102) in [8]) so that

d1 ≤ const.
qλk

2α−1Γ(α/2)
λ
−α/2
k ≤ const.qλkλ

−α/2
k . (7.21)

For q ∈ (1 + ε,∞) the integral

d3 =

∞∫

0

dzz1−αJλk
(zq)Jλk

(z) =
q−λk+α−2Γ(λk + 1 − α/2)

2α−1Γ(λk + 1)Γ(α/2)

×F (λk + 1 − α/2, 1 − α/2;λk + 1; q−2) ≤ const.q−λk+α−2λ
−α/2
k . (7.22)

Estimates (7.21) and (7.22) lead to

M
(1)
1 ≤ const.λ

−1−α/2
k , M

(3)
1 ≤ const.λ

−1−α/2
k . (7.23)

Now we estimate the integral

M
(2)
1 =






1∫

1−ε

+

1+ε∫

1




 q−1−sdq

∞∫

0

z1−αJλk
(z)Jλk

(qz)dz = M
(2,1)
1 +M

(2,2)
1 ,

M
(2,1)
1 =

1∫

1−ε

q−1−sdq

∞∫

0

z1−αJλk
(z)Jλk

(qz)dz = (q = 1 − x) =

ε∫

0

(1 − x)−1−sdx

×
∞∫

0

z1−αJλk
(z)Jλk

((1 − x)z)dz =

ε∫

0

(1 − x)−1−sd21(x)dx,

d21 =
(1 − x)λkΓ(λk + 1 − α/2)

2α−1Γ(λk + 1)Γ(α/2)
F (λk + 1 − α/2, 1 − α/2;λk + 1; (1 − x)2),

M
(2,2)
1 =

1+ε∫

1

q−1−sdq

∞∫

0

z1−αJλk
(z)Jλk

(qz)dz = (q = 1 + x) =

ε∫

0

(1 + x)−1−s

×d22(x)dx,
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d22 =
(1 + x)α−2−λkΓ(λk + 1 − α/2)

2α−1Γ(λk + 1)Γ(α/2)
F (λk + 1 − α/2, 1 − α/2;λk + 1; (1 + x)−2),

where

F (α, β; γ;x) = 1 + αβ
1·γx+ α(α+1)β(β+1)

1·2·γ(γ+1) x2 + ... = 1 +

∞∑

p=1

apx
p.

In our case

a1 =
(λk + 1 − α/2)(1 − α/2)

(λk + 1)
, a2 = a1 ·

(λk + 2 − α/2)(2 − α/2)

2 · (λk + 2)
, ...,

i.e., ap ≤ const. with respect to p and λk.
After that

M
(2,1)
1 +M

(2,2)
1 =

Γ(λk + 1 − α/2)

2α−1Γ(λk + 1)Γ(α/2)

∑

p=0

ap

ε∫

0

[(1 − x)λk−1−s+2p

+(1 + x)−λk−1−s−2p−2+α]dx =
Γ(λk + 1 − α/2)

2α−1Γ(λk + 1)Γ(α/2)

∑

p=0

ap[(1 − x)λk−s+2p(λk − s

+2p)−1 + (1 + x)−λk−s−2p−2+α(−λk − s− 2p− 2 + α)−1]|x=εx=0 =
Γ(λk + 1 − α/2)

2α−1Γ(λk + 1)Γ(α/2)

×
∑

p=0

ap{[(1− ε)λk−s+2p(λk − s+ 2p)−1 + (1 + ε)−λk−s−2p−2+α(−λk − s− 2p− 2 +α)−1]

−(α− 2 − 2s)(λk − s+ 2p)−1(−λk − s− 2p− 2 + α)−1} =
Γ(λk + 1 − α/2)

2α−1Γ(λk + 1)Γ(α/2)

×{
∑

p=0

ap[(1− ε)λk−s+2p(λk − s+ 2p)−1 + (1 + ε)−λk−s−2p−2+α(−λk − s− 2p− 2 + α)−1]

+
∑

p=0

ap(α− 2 − 2s)(λk − s+ 2p)−1(λk + s+ 2p+ 2 − α)−1}.

The first series converges because, for example, for every fixed ε ≥ ε0 > 0

ap(1 − ε)λk−s+2p(λk − s+ 2p)−1 ≤ const.

λk
qλk , q < 1,

so

|
∑

p=0

ap[(1−ε)λk−s+2p(λk−s+2p)−1+(1+ε)−λk−s−2p−2+α(−λk−s−2p−2+α)−1]| ≤ const.

λk
.
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As for the second series,

|
∑

p=0

ap(α− 2 − 2s)(λk − s+ 2p)−1(λk + s+ 2p + 2 − α)−1| ≤ const.

λ1−µ
k

, µ > 0.

Taking into account that
Γ(λk + 1 − α/2)

Γ(λk + 1)
≈ λ

−α/2
k

for large λk, we have got

|M (2)
1 | = |M (2,1)

1 +M
(2,2)
1 | ≤ const.λ

−1+µ−α/2
k . (7.24)

Finally, the following inequality follows from (7.20), (7.23) and (7.24):

|M1| ≤ const.
rs

λ
α/2−µ
k

(7.25)

with 0 < µ < α/2.

7.4 The estimate of the integral
∞∫
0

ρ1+s−α

t3/2 |r − ρ|Iλk
(rρ/2t)e−

r2+ρ2

4t dρ from

the Subsection 5.5

In this subsection we show the estimate

I =

∞∫

0

ρ1+s−α

t3/2
|r − ρ|Iλk

(rρ/2t)e−
r2+ρ2

4t dρ ≤ const.rs−α.

Denote by

u =
ρ

2t1/2
, v =

r

2t1/2
, 2uv =

rρ

2t
,

and change the integration variable ρ by u. We get

I =

∞∫

0

4t
(2t1/2u)1+s−α

t3/2
|v − u|e−(u2+v2)Iλk

(2uv)du

≤ const.

∞∫

0

t
s−α

2 u1+s−αe−γ(u−v)
2
Iλk

(2uv)e−2uvdu

where γ ∈ (0, 1).
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Next we consider the integral

A(v) =

∞∫

0

uβe−γ(u−v)
2
Iλk

(2uv)e−2uvdu.

Introduce the new integration variable z = uv so that

A(v) = v−β−1

∞∫

0

zβe−γ(
z
v
−v)2Iλk

(2z)e−2zdz = v−β−1

1∫

0

zβe−γ(
z
v
−v)2Iλk

(2z)

×e−2zdz + v−β−1

∞∫

1

zβe−γ(
z
v
−v)2Iλk

(2z)e−2zdz ≡ A1(v) +A2(v).

To estimate A2(v), we use Corollary 3.1, and get

A2(v) ≤ const.v−β−1

∞∫

1

zβ−1/2e−γ(
z
v
−v)2dz.

Now let ξ = z
v − v then

A2(v) ≤ const.v−β−1

∞∫

−v+1/v

vβ+1/2(ξ + v)β−1/2e−γξ
2
dξ

≤ const.v−1/2

∞∫

−v+1/v

max
ξ

[(ξ + v)β−1/2e−γξ
2/2]e−γξ

2/2dξ.

One can verify that

ϕ(ξ, v) = (ξ + v)β−1/2e−γξ
2/2 ≤ const.vβ−1/2

under v ≥ v0(β, γ) > 0. It means

A2(v) ≤ const.vβ−1 for v ≥ 1.

To estimate A2(v) for v < 1 remark that e−γ
z2

2v2 ≤ e
−γ

2v2 if z ≥ 1 and e−γ
z2

2v2 ≤ e
−γz2

2 if
v < 1. Therefore

A2(v) ≤ const.v−1−β

∞∫

1

zβ−1/2e−γ
z2

2v2 e−γ
z2

2v2 e2ze−γv
2
dz ≤ const.v−1−βe−

γ

2v2
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×
∞∫

1

zβ−1/2e−γ
z2

2
+2zdz ≤ const.v−1−βe−

γ

2v2 ≤ const.v−1+β

for v < 1.
After that we evaluate the integral A1(v) for v ≥ 1. For z ≤ 1, we use the estimate

Iλk
(2z) ≤ const.zλk ≤ const.zλ1 , λ1 = π/θ.

Then

A1(v) ≤ const.v−β−1

1∫

0

zβ+λ1e−γ(v
2−2z+z2/v2)dz ≤ const.v−β−1e−γv

2

≤ const.v−1+β

for v ≥ 1.
At last, for v < 1

A1(v) ≤ const.v−β−1

1∫

0

zβ+λ1e−γ(v
2−2z+z2/v2)dz ≤ const.v−β

1/v∫

0

dy(yv)β+λ1e−γy
2

≤ const.vλ1 = const.v−1+βvλ1+1−β ≤ const.vβ−1

if λ1 + 1 − β ≥ 0.
If we take β = 1 + s− α, then the condition λ1 + 1− β ≥ 0 means 1 − α ≤ π/θ that

is fulfilled under conditions of Theorem 2.1. Thus, our calculations lead to

I ≤ const.t(s−α)/2
( r

2t1/2

)−1+1+s−α
≤ const.rs−α,

that was to be proved.
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РЕГУЛЯРНОСТЬ ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ ПЕРВОЙ
НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО

ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Український Математичний Вiсник–2006,–3, №1

1 Введение

Пусть s ∈ (0, 1), Ω = (0, l), ΩT = Ω×(0, T ), ΣT = ∂Ω×(0, T ), где l, T — произвольные
положительные числа.

Рассмотрим задачу
vt = v1+svxx, (x, t) ∈ ΩT ,

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT ;

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω,

(1.1)

Обозначим ω(x) = x(l − x).
Будем предполагать, что

v0 ∈ C1
(

Ω
)

, v0(0) = v0(l) = 0, (1.2)

κ∗ω
µ(x) ≤ v0(x) ≤ κ

∗ωµ(x) при x ∈ [0, l],

где 0 < κ∗ < κ
∗, µ ∈

[

1,
2

1 + s

)

.
(1.3)

Постановка задачи (1.1) возникает, например, следующим образом (см. [1]). Рас-
смотрим задачу Коши для уравнения пористой среды (m > 1):

ut = (um)yy , y ∈ R, t > 0; u(y, 0) = u0(y), y ∈ R, (1.4)

где u0(y) заданная неотрицательная функция. Известно (см. [2]), что если начальная
функция u0 имеет конечный носитель (ζ0, η0), то носитель решения задачи (1.4)
ограничен свободными границами {y = ζ(t)}, {y = η(t)}.

Обозначим

l =

η0
∫

ζ0

u0(z) dz

и сделаем замену переменной

x =

y
∫

−∞

u(z, t) dz. (1.5)
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При данной замене носитель (ζ(t), η(t)) отображается на фиксированный интервал
(0, l), а функция v(x, t) = cmu

m(y, t), является решением задачи (1.1), где cm =
mm/(m+1), v0(x) = cmu

m
0 (y), s = 1/m. В то же время, например, левая граница

носителя решения задачи (1.4) может быть найдена из соотношения

ζ(t) = ζ0 − c−1
m

t
∫

0

vx(0, τ) dτ.

Условия (1.2), (1.3), в частности, означают, что

um−1
0 (y) ≥ µ̃(y − ζ0)

1+γ , γ ∈ [0, 1) (1.6)

в некоторой малой окрестности точки x = ζ0. Следовательно, (см. [3]) в задаче (1.4)
равно нулю время ожидания, в течение которого свободная граница ζ(t) неподви-
жна.

Подробный перечень ссылок работ, посвящённых изучению задач вида (1.1) мо-
жет быть найден в [4,5]. Библиография по параболическим уравнениям с вырожде-
нием различного вида приводится в [2,6]. Отметим также работу [7], в которой заме-
на вида (1.5) обобщена на случай уравнений реакции-диффузии ut = (um)yy + f(u)
и работу [8] , посвященную построению асимптотического решения и асимптоти-
ки границы фронта ζ(t) для уравнения пористой среды, в случае, когда начальная
функция имеет вид:

u0(y) =

{

0, y ≥ 0,

(−y)
1+γ
m−1φ(y), y < 0, φ(0) 6= 0.

Кроме того, следует упомянуть работу [9], в которой предложен новый, ори-
гинальный подход к изучению задач со свободной границей для вырождающихся
параболических уравнений с нестепенными нелинейностями. Данный подход позво-
ляет в достаточно общей ситуации получить оценки констант Гельдера по x и t и
оценки типа Бернштейна для решения задачи Коши вблизи свободной границы.

Данная работа является продолжением исследования регулярности решений кра-
евых задач для вырождающихся параболических уравнений, начатого в работах
[10, 11].

Определение 1.1. Функцию v(x, t) назовем обобщенным решением задачи (1.1),

если v(x, t) ≥ 0 при (x, t) ∈ ΩT , v ∈ C
(

ΩT

)

∩L∞
(

(0, T );
◦

W 1,∞(0, l)
)

и для произволь-
ной функции ψ ∈ C1,1

(

ΩT

)

, ψ(0, t) = ψ(l, t) = 0 выполнено интегральное тожде-
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ство

l
∫

0

v(x, T )ψ(x, T ) dx −

l
∫

0

v0(x)ψ(x, 0) dx

=

T
∫

0

l
∫

0

{

vψt − v1+svxψx − (1 + s)vs(v2)xψ
}

dx dt. (1.7)

Обозначим q = 1 − s, Ωt0,T = {(x, t) : x ∈ Ω, t ∈ (t0, T )}, где t0 ≥ 0.
Основным результатом данной работы является следующая
Теорема 1.1. Пусть выполнены условия (1.2), (1.3), тогда существует обоб-

щенное решение задачи (1.1), причем v ∈ H
2+α,1+α/2
q

(

Ωt0,T

)

, для произвольных t0 >
0 и α ∈ (0, 1).

Здесь H
2+α,1+α/2
q

(

Ωt0,T

)

— весовое пространство Гельдера, определенное ниже в
п. 4.

План работы состоит в следующем. В первом пункте приводится схема доказа-
тельства существования обобщенного решения. Во втором пункте методом построе-
ния барьерных функций получены априорные оценки, являющиеся основой для до-
казательства теоремы 1.1. В третьем пункте сформулированы основные результаты
относительно разрешимости начально-краевой задачи для линейного вырождающе-
го параболического уравнения

ut = a(x, t)ω1+suxx + f(x, t), (x, t) ∈ ΩT ,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΣT , u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω
(1.8)

в классической постановке. В четвертом пункте получены оценки решения модель-
ной задачи в полупространстве, соответствующей задаче (1.8). В пятом пункте до-
казана теорема 1.1.

2 Существование обобщенного решения

Данный пункт носит вспомогательный характер. Существование обобщённого реше-
ния задачи (1.1) при выполнении условия (1.2) следует из результатов работы [12].
Для полноты изложения приведём основные моменты доказательства. Рассмотрим
последовательность аппроксимирующих задач

vn,t = an(vn)vn,xx, (x, t) ∈ ΩT ,

vn(x, t) =
1

n
, (x, t) ∈ ΣT ;

vn(x, 0) = v0,n(x) +
1

n
, x ∈ Ω,

(2.1)
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где функции an(·) ∈ C2(R) удовлетворяют условию

an(v) =

{

v1+s, при v > 1
n ,

(

1
2n

)1+s
, при v < 1

2n ,

а {v0,n} — последовательность функций таких, что

0 ≤ v0,n+1(x) ≤ v0,n(x), x ∈ Ω,

v0,n → v0, v
′

0,n → v′0, в C(Ω) при n→ ∞.

Также необходимо потребовать выполнение условий согласования до второго по-
рядка включительно, что применительно к данной задаче сводится к следующим
равенствам

v0,n(x) = 0, v′′0,n(x) = 0, при x = 0, l. (2.2)

При каждом фиксированном значении n из теоремы 5.2 главы VI монографии
[13] следует существование единственного классического решения задачи (2.1).

Используя принцип максимума (см. [12]) можно показать, что

1

n
≤ vn(x, t) при (x, t) ∈ ΩT (2.3)

и, следовательно, an(vn((x, t)) = v1+s
n (x, t), а также, что имеют место равномерные

по n оценки
vn(x, t) ≤M0, |vn,x(x, t)| ≤M1 при (x, t) ∈ ΩT . (2.4)

Нетрудно убедиться в том, что последовательность {vn} невозрастающая. Дей-
ствительно, для разности wn = vn+1 − vn имеем

wn,t = v1+s
n+1 wn,xx + cn(x, t) wn, (x, t) ∈ ΩT ,

wn =
1

n+ 1
−

1

n
≤ 0, (x, t) ∈ ΣT ;

wn(x, 0) = v0,n+1 − v0,n +
1

n+ 1
−

1

n
≤ 0, x ∈ Ω,

где

cn(x, t) = (1 + s)vn,xx

1
∫

0

(vn + λwn)s dλ.

Применяя следствие 2.1, гл. I работы [13], заключаем, что vn+1−vn≤0.
Из оценки (2.4) следует, что

|vn(x, t) − vn(y, t)| ≤M1|x− y|, для всех (x, t), (y, t) ∈ ΩT . (2.5)
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Далее, поскольку оператор Lu = ut − u1+suxx удовлетворяет условиям работы [14],
имеем так же следующую оценку

|vn(x, t) − vn(x, σ)| ≤ C1|t− σ|1/3, для всех (x, t), (x, σ) ∈ ΩT , (2.6)

где постоянная C1 зависит от M0, M1 и l.
Из полученных выше оценок и теоремы Арцела–Асколи вытекает, что последо-

вательность vn сходится к некоторой функции v равномерно в ΩT при n → ∞ и
vn,x → vx слабо в Lp(ΩT ) для любого p ∈ (1,∞), причем v(x, t) липшицева по x,
гельдерова по t c показателем 1/3 и, кроме того, |vx| ≤ M1 п.в. в ΩT . Переходя к
пределу в интегральном тождестве (1.7), заключаем, что предельная функция v(x, t)
является обобщенным решением задачи (1.1). Единственность доказана в [1].

3 Получение априорных оценок методом

построения барьерных функций

В дальнейших рассуждениях важную роль играют следующие поточечные оценки
обобщенного решения v и его производных.

Лемма 3.1 дает описание поведения v(x, t) в окрестности боковой границы ΣT в
зависимости от свойств начальной функции v0(x). Далее доказана ограниченность
максимума модуля функции vt/v = vsvxx при t > 0. Оценка vt/v снизу приведена в
лемме 3. Для оценки сверху (лемма 3) предварительно установлена непрерывность
производной vx(x, t) вплоть до границы (лемма 3) и, кроме того, в леммах 3, 3
доказано, что vt стремится к нулю при x → 0 (x → l) с порядком не меньшим, чем
xs ((l−x)s). Основным результатом данного пункта является оценка (3.38) для |vt/v|
в области Ωt0,T .

Лемма 3.1.
1. Пусть для некоторой постоянной κ0 имеем

v0(x) ≥ κ0 ω(x),

тогда существует постоянная c0 > 0 такая, что

v(x, t) ≥ κ0ω(x) exp(−c0 t) (3.1)

при (x, t) ∈ ΩT .
2. Пусть для некоторой постоянной κ1 имеем v0(x) ≤ κ1 ω(x), тогда суще-

ствует постоянная c1 > 0 такая, что

v(x, t) ≤ κ1ω(x) exp(−c1 t) (3.2)

при (x, t) ∈ ΩT .
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3. Пусть для некоторой постоянной κ имеет место неравенство v(x, 0) ≥
κ ωµ(x), µ ∈

(

1, 2
1+s

)

, тогда существуют постоянная c > 0 и достаточно малое
значение параметра τ такие, что

v(x, t) ≥ κ

(

tλω(x) + ωµ(x)
)

exp(−c t), (3.3)

при (x, t) ∈ Ωτ , где λ = 1−sµ
2−(1+s)µ .

Доказательство. Все три утверждения леммы доказываются применением клас-
сического принципа максимума для параболических уравнений. Наибольшую тру-
дность представляет (3.3), поэтому приведём доказательство только этой оценки.

Обозначим u(x, t) = κ

(

tλω(x) + ωµ(x)
)

exp(−ct). Прежде всего, из ограничений
на параметр µ легко убедиться в том, что λ > 1. Сначала удобно доказать справе-
дливость оценки вида (3.3) для решений задач (2.1).

Пусть при некоторых значениях c и τ имеет место неравенство

Lu = ut − u1+suxx ≤ 0 при (x, t) ∈ Ωτ , (3.4)

тогда для разности w(x, t) = u(x, t) − vn(x, t) справедливо следующее соотношение

wt = u1+swxx + cn(x, t)w ≤ 0, (x, t) ∈ Ωτ ,

где

cn(x, t) = (1 + s)

1
∫

0

(u+ θ(vn(x, t) − u(x, t))s dθ vn,xx(x, t).

Очевидно, можем считать, что

w(x, t) ≤ 0, при (x, t) ∈ ΣT ; w(x, 0) ≤ 0, при x ∈ Ω.

Снова применяя следствие 2.1, гл. I работы [13], можно заключить, что w(x, t) =
u(x, t)−vn(x, t) ≤ 0. Таким образом, проблема сводится к выбору c и τ таких, чтобы
было выполнено неравенство (3.4).

Для краткости, будем использовать обозначение φ(t)=κ exp(−ct). Имеем

Lu = λtλ−1φ(t)ω(x) − cu(x, t) − u1+s(x, t)φ(t)
(

tλω′′(x) + (ωµ(x))′′
)

.

Т.к.
ω′′(x) = −2, (ωµ(x))′′ = µωµ−1(x)ω′′(x) + µ(µ− 1)ωµ−2(x)

(

ω′(x)
)2

и, следовательно,

tλω′′(x) + (ωµ(x))′′ = −2
(

tλ + µωµ−1(x)
)

+ µ(µ− 1)ωµ−2(x)
(

ω′(x)
)2
,
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получим

Lu = −
c

2
u(x, t) + 2φ(t)u1+s(x, t)

(

tλ + µωµ−1(x)
)

−
c

2
u(x, t) + λtλ−1φ(t)ω(x) − µ(µ− 1)φ(t)u1+s(x, t)ωµ−2(x)

(

ω′(x)
)2
.

Применяя неравенство Юнга в виде

ab ≤ aq + b
q

q−1 , q > 1,

при q = λ
λ−1 имеем

u = φ(t)(tλω + ωµ) ≥ φ(t)tλ/qω1/qωµ(q−1)/q = φ(t)tλ−1ω1+ µ−1
λ .

Аналогично, выбирая q из условия λ
q (1 + s) = λ− 1, выводим неравенство

u1+s = φ1+s(t)
(

tλω + ωµ
)1+s

≥ φ1+s(t)
(

tλ/qω1/qωµ(q−1)/q
)1+s

= φ1+s(t)tλ−1ω1+ µ−1
λ

+µs.

Продолжим далее цепочку неравенств следующим образом

Lu ≤
u

2

[

−c+ 4φ(t)us
(

tλ + µωµ−1(x)
)]

−
c

2
φtλ−1ω1+ µ−1

λ (x) + λtλ−1φ(t)ω(x)

− µ(µ− 1)φ2+s(t)tλ−1ω
µ−1

λ
+µ(1+s)−1(x)

(

ω′(x)
)2

=
u

2

[

−c+ 4κφ(t)us
(

tλ + µωµ−1(x)
)]

+ φtλ−1ω(x)
[

−
c

2
ω

µ−1
λ (x)

− µ(µ− 1)φ1+s(t)ω
µ−1

λ
+µ(1+s)−2(x)

(

ω′(x)
)2

+ λ
]

.

Теперь необходимо добиться того, чтобы выражения в квадратных скобках были
неположительными.

Без ограничения общности можем считать, что τ ≤ 1, тогда в первой скобке
имеем

−c+ 4κM s
0

(

1 + µ(l/2)2(µ−1)
)

≤ 0 при c ≥ C2, (3.5)

где постоянная C2 зависит от значений параметров µ, l, κ, M0.
Во второй скобке сначала подставим значение λ в показатель степени ω:

−θ =
µ− 1

λ
+ µ(1 + s) − 2 = −

(2 − (1 + s)µ)2

1 − sµ
< 0.
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Видим, что ω−θ(x) → +∞ при x→ 0 и x→ l. Полагая далее, что значение τ зависит
от c следующим образом τ = min{1, ln 2

c(1+s)} так, что

exp(−c(1 + s)t) ≥ 1/2 при t ∈ [0, τ ]. (3.6)

Т.о. в дальнейшем проблема сводится к выбору подходящего значения c. С учетом
(3.6) выберем число δ из условия

−µ(µ− 1)
κ

1+s

2
ω−θ(x) (l − 2x)2 + λ ≤ 0

при x ∈ [0, δ] ∪ [l − δ, l], и тогда вторая скобка будет меньше или равна нулю в
достаточно малых окрестностях точек x = 0 и x = l. В оставшейся части интерва-
ла (0, l) неположительность данного выражения можно обеспечить за счёт выбора

достаточно большого значения параметра c. А именно, получим ω
µ−1

λ (x) ≥ C3 =

inf(δ,l−δ) ω
µ−1

λ (x) > 0 при x ∈ [δ, l− δ] и подходящем значении константы C3, завися-
щей от δ. Значит

−
c

2
C3 + λ ≤ 0 (3.7)

при c ≥ C4 = 2λ
C3

. Окончательно, полагаем, что c = max{C2, C4} (см. (3.5), (3.7)).
Таким образом, выполнено неравенство (3.4) и, следовательно, (см. приведённые
выше рассуждения) vn(x, t) ≥ u(x, t) в Ωτ .

В силу доказанной выше равномерной сходимости vn к v и единственности по-
лученного решения задачи (1.1) третье утверждение леммы 3 доказано. �

Замечание 3.1. Комбинируя оценки (3.1)–(3.3), можем считать, что в пред-
положениях (1.2), (1.3),

κ̃∗ω(x) ≤ v(x, t) ≤ κ̃
∗ω(x), x ∈ Ω, t ∈ [t0, T ], (3.8)

где параметры κ̃∗, κ̃
∗ зависят от κ∗, κ

∗, t0, T , причем при µ = 1 считаем, что
t0 ≥ 0, а при µ > 1, что t0 > 0 и величина κ̃∗ не ограничена при t0 → 0.

Замечание 3.2. Для произвольного значения T > 0 и области Q такой, что
Q ⊆ ΩT имеем

κ0 ≤ vn(x, t) ≤ κ1,

где κ0, κ1 зависят от T и расстояния от Q до параболической границы области ΩT .
Значит, в Q функцию vn можно рассматривать как решение невырождающегося
уравнения vn,t = v1+s

n vn,xx, где “коэффициент” v1+s
n ∈ H2/3,1/3(Q) (см. (2.5), (2.6)).

Метод локальных оценок Шаудера (см. [13]) позволяет получить оценку

|vn|H2+α,1+α/2(Qδ) ≤ C(δ,Q),

где 0 < δ < diam Q/2, Qδ = {(x, t) ∈ Q : dist((x, t), ∂ΩT ) ≥ δ} и аналогичную оценку
для v(x, t). Таким образом, в любой подобласти ΩT функция v(x, t) — решение за-
дачи (1.1) имеет классические производные и уравнение vt = v1+svxx выполняется
в классическом смысле.
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Этим замечанием мы будем пользоваться при доказательстве лемм 3.1–3.6
Следующий этап состоит в получении оценок сверху и снизу для функции vt

v =
vsvxx. Сравнительно легко выводится оценка снизу.

Лемма 3.2. В смысле распределений имеет место оценка

vt(x, t)

v(x, t)
= vs(x, t)vxx(x, t) ≥ −

1

(1 + s)t
. (3.9)

Доказательство. Доказательство леммы основано на применении принципа ма-

ксимума. Обозначим w(x, t) =
vn,t(x,t)
vn(x,t) . Дифференцируя равенство wvn = v1+s

n vn,xx

по t и снова используя определение w(x, t), получаем

Pw ≡ wt − v1+s
n wxx − 2vs

nvn,xwx − (1 + s)w2 = 0 в ΩT ,

w(x, t) = 0 на ΣT ,

w(x, 0) = vs
n(x, 0)vn,xx(x, 0) в Ω.

Возьмём в качестве барьера функцию u(t) = − 1
(1+s)t . Очевидно, Pu = 0 и можем

считать, что w(x, t) ≥ u(t) на параболической границе области ΩT (limt→0 u(t) =
−∞). Отсюда следует (3.9) (см., например, [3]). �

Лемма 3.3[Непрерывность vx вплоть до границы.] Для любого t > 0 суще-
ствуют конечные пределы

lim
x→0

vx(x, t) и lim
x→l

vx(x, t) (3.10)

(см. [1, 12]).
Доказательство. Докажем ограниченность первого предела. В силу утвержде-

ний лемм 3, 3 и замечания 3 имеем для 0 < y < x < l/2

vx(x, t) − vy(y, t) =

x
∫

y

vzz(z, t) dz =

x
∫

y

v−s(z, t)vs(z, t)vzz(z, t) dz

≥ −
1

(1 + s)t

x
∫

y

[κ̃∗z(l − z)]−s dz ≥ −
(κ̃∗l/2)

−s

(1 − s)(1 + s)t

(

x1−s − y1−s
)

.

Здесь и ниже в случае, когда предполагается, что t > 0, использование оценки (3.8)
является вполне оправданным, т.к. в качестве t0 можно взять, например, или само
t или t/2.

Обозначим C5 = (κ̃∗l/2)−s

(1−s)(1+s)t . Из последнего неравенства следует, что функция

w(x, t) = vx(x, t) +C5x
1−s по x не убывает, следовательно существует предел w(x, t)

при x стремящемся к нулю, а значит и предел limx→0 vx(x, t). Рассуждения для
случая x→ l проводятся аналогично. �
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Следующая лемма является подготовительной для доказательства того факта,
что vt(0, t) = 0 и vt(l, t) = 0 при t > 0.

Лемма 3.4. Пусть t > 0, тогда

|vt(x, t)| ≤M2ω
s(x), |vtt(x, t)| ≤M2ω

2s−1(x). (3.11)

Доказательство. (ср. [15, 16]). Введём обозначение Br = {(z, τ) : |z| ≤ r, |τ | ≤
r}. Зафиксируем произвольную точку (x, t) ∈ ΩT . Как и в предыдущей лемме, рас-
сматриваем сначала окрестность точки x = 0, поэтому для определённости полага-
ем, что x ≤ l/2.

Обозначим γ = x/2 и пусть преобразование (z, τ) → (x, t) определяется как

x = γz + x, t = γ1−sτ + t.

Данное преобразование переводит B1 в Kγ —прямоугольник c вершинами (x−γ, t−
γ1−s), (x + γ, t − γ1−s), (x + γ, t + γ1−s), (x − γ, t + γ1−s). Пусть w(z, τ) = 1

γ v(γz +

x, γ1−sτ + t) = 1
γ v(x, t).

Для дальнейшего хода рассуждений важно, чтобы прямоугольник Kγ принадле-
жал области ΩT , а для этого, во-первых, чтобы x−γ ≥ 0 (напомним, что γ = x/2) и,
во-вторых, чтобы t− γ1−s ≥ 0. Возьмём произвольное положительное число δ. Счи-
таем далее, что x ≤ δ и t ≥ δ1−s. Следует подчеркнуть, что для нас важен только
тот факт, что Kγ непустое, “приграничное” множество. (см. замечание 3.2 к лемме
3.1).

Легко видеть, что при (z, τ) ∈ B1, γ = x/2

1 =
−γ + x

γ
≤
γz + x

γ
≤
γ + x

γ
= 3. (3.12)

Поэтому для функции

w(z, τ) =
1

γ
v(γz + x, γ1−sτ + t) =

v(γz + x, γ1−sτ + t)

γz + x

γz + x

γ
,

из неравенств (3.8) и (3.12) получим

0 < κ̃∗ ≤ w(z, τ) ≤ 3κ̃
∗. (3.13)

Вычислим производные функции w(z, τ):

wτ = γ−svt, wzz = γvxx.

Теперь легко видеть, что в B1 функция w(z, τ) удовлетворяет уравнению

wτ = w1+swzz,
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причём в силу (3.13) w(z, τ) можно рассматривать как решение невырождающегося
квазилинейного параболического уравнения. Применяя результаты теорем 3.1, 5.1
работы [12, гл. V], получим

|wτ (z, τ)| ≤ C6, |wττ (z, τ)| ≤ C7,

и, в частности, |wτ (0, 0)| ≤ C6, |wττ (0, 0)| ≤ C7, где C6, C7 зависят от κ̃∗, κ̃
∗. Т.к.

wτ = γ−svt, wττ = γ1−2svtt и γ = x/2, при достаточно малых значениях x имеем

vt(x, t) ≤ C6

(x

2

)s
, vtt(x, t) ≤ C7

(x

2

)2s−1
.

Аналогичным способом устанавливается оценка вида (3.11) в малой окрестности
точки x = l. Внутри ΩT ограниченность vt, vtt следует из замечания 3. �

Следствие 3.1. При x ∈ [0, l], t ∈ [t0, T ] справедливы оценки

∣

∣

(

v1−s(x, t)
)

t

∣

∣ ≤ C8,
∣

∣v1−2s(x, t)vtt(x, t)
∣

∣ ≤ C9, (3.14)

где C8, C9 зависят от t0, T , а t0 — произвольное положительное число.
Лемма 3.5. Для всех t > 0 имеют место предельные соотношения

lim
x→0

(

v1−s(x, t)
)

t
= 0, lim

x→l

(

v1−s(x, t)
)

t
= 0. (3.15)

Доказательство. При доказательстве придерживаемся схемы изложенной в ра-

боте [14, гл. 5]. В силу неравенства (3.9) имеем (v1−s)t ≥ − (1−s)v1−s

(1+s)t , следовательно

lim inf
x→0

(v1−s)t ≥ 0.

Докажем, что lim supx→0(v
1−s)t ≤ 0.

Зафиксируем произвольное положительное число t0. Обозначим Nε = {(x, t) :
0 < x < ε, |t−t0| < ε}. Покажем, что (v1−s)t(x, t0) ≤ σ(ε) при (x, t0) ∈ Nε, где σ(ε) →
0 при ε → 0. Доказательство проведём методом от противного. Пусть существует
последовательность {xn} такая, что xn ∈ Nε

(v1−s)t(xn, t0) ≥ δ > 0, (3.16)

то, с одной стороны, имеем

v1−s(xn, t0 + αε1−s
n )

= (1 − s)

xn
∫

0

v−s(z, t0 + αε1−s
n )vz(z, t0 + αε1−s

n ) dz. (3.17)
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Здесь εn = xn, а α — произвольное число, значение которого будет выбрано ниже.
Т.к. производная vx непрерывна вплоть до границы (см. лемму 3.2), вводя обозна-
чение β = vx(0, t0), можем считать, что

β − σ̃n ≤ vx(xn, tn) ≤ β + σ̃n,

(β − σ̃n)xn ≤ v(xn, tn) ≤ (β + σ̃n)xn,
(3.18)

здесь (xn, tn) → (0, t0), σ̃n → 0. Оценивая далее правую часть (3.17) с учетом (3.18),
получим

v1−s(xn, t0 + αε1−s
n ) ≤ (1 − s)

β + σ̃n

(β − σ̃n)s
x1−s

n

1 − s
=

β + σ̃n

(β − σ̃n)s
ε1−s
n . (3.19)

С другой стороны, по формуле Тейлора и с учётом (3.16), получим для u = v1−s

u(xn, t0 + αε1−s
n ) = u(xn, t0)

+ ut(xn, t0)αε
1−s
n +

1

2
utt(xn, t

∗

n)
(

αε1−s
n

)2

≥ u(xn, t0) + δαε1−s
n −

(

αε1−s
n

)2

2

[

(1 − s)v−s(xn, t
∗

n)|vtt(xn, t
∗

n)|

+ s(1 − s)v−1−s(xn, t
∗

n)v2
t (xn, t

∗

n)
]

. (3.20)

Получим оценку снизу правой части (3.20). Применим формулу Тейлора к фун-
кции v(xn, t0). С помощью (3.9), (3.18) имеем оценку вида

v(xn, t0) = v(0, t0) + vx(0, t0)xn

+

xn
∫

0

dy

y
∫

0

v−s(z, t0)v
s(z, t0)vzz(z, t0) dz

≥ βxn −
x2−s

n

(1 − s)(2 − s)

1

(1 + s)t0
(β − σ̃n)−s. (3.21)

Положим C10 = 1
(1−s)(2−s)(1+s)t0

. Из (3.21) для v1−s получим

u(xn, t0) ≥ ε1−s
n

(

β −
C10

(β − σ̃n)s
ε1−s
n

)1−s
.

Для оценки двух последних слагаемых в (3.20) используем (3.14), (3.18). Оконча-
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тельно имеем

u(xn, t0 + αε1−s
n ) ≥ ε1−s

n

(

β −
C10

(β − σ̃n)s
ε1−s
n

)1−s
+ δαε1−s

n

−
α2

2
ε2(1−s)
n

[

(1 − s)
C9

(β − σ̃n)1−sε1−s
+

s

(1 − s)

C2
8 (β + σ̃n)2s

ε1−s
n (β − σ̃n)1+s

]

≥ ε1−s
n

{(

β −
C10

(β − σ̃n)s
ε1−s
n

)1−s
+ δα

−
α2

2

[

(1 − s)
C9

(β − σ̃n)1−s
+

s

1 − s

(β + σ̃n)2s

(β − σ̃n)1+s
C2

8 (t0, T )
]}

,

а, из (3.19),

u(xn, t0 + αε1−s
n ) ≤

(β + σ̃n)

(β − σ̃n)s
ε1−s.

Сокращая на ε1−s
n и устремляя n к бесконечности, получим неравенство вида

β1−s + δα − α2C11 ≤ β1−s

или

δα ≤
1

2
α2C11,

где C11 зависит от t0, T , β, s. Полагая, что α < δ/C11, приходим к противоречию с
(3.16). Лемма 3.5 доказана. �

Наконец, оценим vt(x,t)
v(x,t) = vs(x, t)vxx(x, t) сверху.

Лемма 3.6. Пусть t0 > 0. Для достаточно малого значения параметра η > 0,
такого что t0 − η > 0, имеет место оценка

vs(x, t)vxx(x, t) ≤M3, при x ∈ Ω, t ∈ (t0 − η, t0 + η), (3.22)

где M3 не зависит от x и возможно неограниченно возрастает при t0 → 0.
Доказательство. При доказательстве данной леммы используются методы ра-

боты [17] (см. так же [18]).
Обозначим Rδ,η = {(x, t) : 0 < x < δ, t0 − η < t < t0 + η}, t1 = t0 − η, t2 = t0 + η. В

силу леммы 3.3 для произвольного положительного параметра ε, существуют числа
δ1(ε), η1(ε) такие, что при δ < δ1(ε), η < η1(ε), (a = vx(0, t0))

a− ε ≤ vx(x, t) ≤ a+ ε, (x, t) ∈ Rδ,η, (3.23)

а из леммы 3.5 следует, что

v(x, t)vxx(x, t) ≤ ε, (x, t) ∈ Rδ,η. (3.24)
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Из (3.23) следует, что

(a− ε)x ≤ v(x, t) ≤ (a+ ε)x, (x, t) ∈ Rδ,η. (3.25)

В Rδ,η функция p(x, t) = vs(x, t)vxx(x, t) (см. лемму 3.2) удовлетворяет уравнению

Lp = pt − v1+spxx − 2vsvxpx − (1 + s)p2 = 0.

Будем искать барьерную функцию в виде

φ(x, t) =
α

x1−s
+

β

b(t) + x1−s
, b(t) = b0(t− t1), (3.26)

здесь α, β, b0 — некоторые положительные числа, значения которых будут выбраны
ниже. Для производных функции φ получим следующие выражения:

φt(x, t) = −
b0β

(b(t) + x1−s)2
,

φx(x, t) = − (1 − s)
α

x2−s
− (1 − s)

βx−s

(b(t) + x1−s)2
,

φxx(x, t) = (1 − s)(2 − s)
α

x3−s
+ (1 − s)s

βx−1−s

(b(t) + x1−s)2

+ 2(1 − s)2
βx−2s

(b(t) + x1−s)3
.

Далее, имеем

Lφ = −
b0β

(b(t) + x1−s)2
− v1+s

{

(1 − s)(2 − s)
α

x3−s

+ (1 − s)s
βx−1−s

(b(t) + x1−s)2
+ 2(1 − s)2

βx−2s

(b(t) + x1−s)3

}

+ 2vsvx

{

(1 − s)
α

x2−s
+ (1 − s)

βx−s

(b(t) + x1−s)2

}

− (1 + s)
[ α

x1−s
+

β

b(t) + x1−s

]2
.

Применим к последнему слагаемому неравенство Коши, тогда

Lφ ≥
α

x2(1−s)

{

−(1 − s)(2 − s)
x2(1−s)

x3−s
v1+s
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+ 2(1 − s)vsvx
x2(1−s)

x2−s
− 2(1 + s)α

}

−
β

(b+ x1−s)2

{

b0 + (1 − s)s
v1+s

x1+s
+ 2(1 − s)2

v1+sx−2s

b− x1−s

+ 2(1 − s)vx
vs

xs
+ 2(1 + s)β

}

.

Используем (3.23), (3.25), тогда

Lφ ≥
α

x2(1−s)

{

−(1 − s)(2 − s)(a+ ε)1+s

+ 2(1 − s)(a− ε)1+s − 2(1 + s)α
}

+
β

(b+ x1−s)2

{

−b0 − (1 − s)s(a+ ε)1+s − 2(1 − s)2
(a+ ε)1+sx1−s

b+ x1−s

+ 2(1 − s)(a− ε)1+s − 2(1 + s)β
}

.

Напомним, что для того, чтобы при помощи функции φ можно было оценить фун-
кцию p = vsvxx сверху, необходимо, чтобы выражение Lφ было неотрицательно.

Формально устремим к нулю параметр ε в правой части последнего неравенства.
В первой фигурной скобке получим

− (1 − s)(2 − s)a1+s + 2(1 − s)a1+s − 2(1 + s)α

= s(1 − s)a1+s − 2(1 + s)α > 0, (3.27)

если α достаточно мало. Вторая фигурная скобка при ε = 0 равна выражению

−b0 − (1 − s)sa1+s − 2(1 − s)2
a1+sx1−s

b+ x1−s
+ 2(1 − s)a1+s − 2(1 + s)β.

Очевидно, что x1−s

b+x1−s ≤ 1. Потребуем, чтобы

−(1 − s)(2 − s)(a+ ε)1+s + 2(1 − s)(a− ε)1+s − 2(1 + s)α ≥ 0, (3.28)

− b0 − (1 − s)s(a+ ε)1+s − 2(1 − s)2
(a+ ε)1+sx1−s

b+ x1−s

+ 2(1 − s)(a− ε)1+s − 2(1 + s)β ≥ 0, (3.29)

а при ε = 0
s(1 − s)a1+s − 2(1 + s)α > 0, (3.30)

s(1 − s)a1+s − 2(1 + s)β − b0 > 0. (3.31)
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Пока не уточняя значений α, β, b0, перейдем к сравнению p = vsvxx и φ на парабо-
лической границе множества Rδ,η. Из (3.24), (3.25) следует, что

p(x, t) = vs(x, t)vxx(x, t) =
v(x, t)vxx

v1−s(x, t)
≤

ε

(a− ε)1−sx1−s
. (3.32)

На боковой границе x = δ потребуем

p(δ, t) ≤
ε

(a− ε)1−sδ1−s
≤

β

2δ1−s
≤

β

b0(t− t1) + δ1−s
= φ(δ, t).

Последние соотношения будут очевидно выполнены, если

ε

(a− ε)1−s
≤
β

2
(3.33)

и
b0η ≤ δ1−s. (3.34)

На нижней границе t = t1, предполагая, что условие (3.33) уже выполнено, по-
лучим

p(x, t1) ≤
ε

(a− ε)1−sx1−s
≤

β

x1−s
= φ(x, t1).

При x = 0 функции φ и, вообще говоря, p обращаются в бесконечность, поэтому
нужно сначала сравнить их значения в некоторой более узкой приграничное полосе.
Для фиксированного α (считаем, что имеют место (3.28) и (3.30)) для произвольной
точки A(0, t), где t ∈ (t1, t2), вследствие леммы 3.5 существует шар BA с центром в
точке A такой, что

vvxx ≤ α(a− ε)1−s в BA ∩ ΩT . (3.35)

Из (3.25) получим

φ(x, t) ≥
α

x1−s
=

α(a− ε)1−s

(a− ε)1−sx1−s
≥
v(x, t)vxx(x, t)

v1−s(x, t)
= p(x, t)

при (x, t) ∈ BA ∩ ΩT .

Отрезок Γ = {x = 0, t ∈ [t1, t2]} можно покрыть конечным числом шаров BAi и,
следовательно, существует, зависящее от значения a, число γ ∈ (0, δ) такое, что

φ(x, t) ≥ p(x, t) в Rγ,η.

Т.о. функция φ является верхним барьером для функции p в области Rδ,η, если
выполнены условия (3.28)–(3.31), (3.33), (3.34). Устремляя же α к нулю, получим

p(x, t) ≤
β

b0(t− t1) + x1−s
≤

2β

b0η
при (x, t) ∈ Rδ,η/2. (3.36)
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Вернёмся к выбору значений α, β, b0, ε. Для α есть только одно ограничение
сверху. Если α ≤ s(1−s)

4(1+s)a
1+s, то (3.30) выполнено. Аналогично потребуем, чтобы в

(3.31) были выполнены неравенства

b0 <
s(1−s)

4
a1+s, β <

s(1−s)

(1+s)8
a1+s,

а в (3.28), (3.29), (3.33) будем полагать, что ε достаточно мало. В (3.34) полагаем,
что b0 = δ1−s, η(ε) ≤ 1. Т.о., все требуемые условия выполнены и

p(x, t) = vs(x, t)vxx(x, t) ≤ C(a, s, δ, η) при (x, t) ∈ Rδ,η/2. (3.37)

Из оценок (3.9), (3.37) и замечания 3.2 следует оценка (3.22). �

Таким образом, из оценок (3.9), (3.22) следует неравенство

∣

∣

∣

vt(x, t)

v(x, t)

∣

∣

∣
= |vs(x, t)vxx(x, t)| ≤M4(t0, T,κ∗,κ

∗, l,M0,M1,M3)

при (x, t) ∈ Ωt0,T

(3.38)

для произвольных 0 < t0 < T . Данная оценка служит основой для дальнейшего
повышения регулярности обобщённого решения задачи (1.1). С этой целью нам не-
обходимо рассмотреть также линейную задачу (1.8).

4 Линейная задача. Основные результаты

Положим D = (0,+∞), f(x) = xq/2 − (l − x)q/2. Функции dD(x, y) = |xq/2 − yq/2|,
dΩ(x, y) = |f(x) − f(y)| будут характеризовать “расстояние” между точками x, y,
принадлежащими, соответственно, либо D, либо Ω. Обозначим ρD(x) = x, ρΩ(x) =
ω(x).

Пусть α ∈ (0, 1). Подразумевая под Q одно из множеств D или Ω, определим

функциональные пространства H
α,α/2
q (QT ), H

α,α/2
q,ρ (QT ) как множества функций с

ограниченными нормами:

‖u‖
H

α,α/2
q (QT )

≡ |u|
(α)
q,QT

= sup
QT

|u| + 〈〈u〉〉
(α)
q,QT

,

‖u‖
H

α,α/2
q,ρ (QT )

≡ |u|
(α)
q,ρ,QT

= |ρ−1
Q u|

(α)
q,QT

,

где

〈〈u〉〉
(α)
q,QT

= 〈u〉
(α)
q,x,QT

+ 〈u〉
(α/2)
t,QT

,

〈u〉
(α)
q,x,QT

= sup
(x,t),(y,t)∈QT

|u(x, t) − u(y, t)

dα
Q(x, y)

,

〈u〉
(α/2)
t,QT

= sup
(x,t),(y,τ)∈QT

|u(x, t) − u(x, τ)|

|t− τ |α/2
.
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Введем далее полунормы

〈〈u〉〉
(1+α)
q,QT

= 〈u〉
((1+α)/2)
t,QT

+ 〈〈ux〉〉
(α)
q,QT

,

〈〈u〉〉
(2+α)
q,QT

= 〈〈ρ−1
Q ut〉〉

(α)
q,QT

+ 〈〈ρs
Quxx〉〉

(α)
q,QT

+ 〈ux〉
((1+α)/2)
t,QT

.

Обозначим через H
1+α,(1+α)/2
q (Qτ ) и H

2+α,1+α/2
q (Qτ ), соответственно, пространс-

тва с нормами:

‖u‖
H

1+α,(1+α)/2
q (QT )

≡ |u|
(1+α)
q,QT

= sup
QT

|u| + sup
QT

|ux| + 〈〈u〉〉
(1+α)
q,QT

и

‖u‖
H

2+α,1+α/2
q (QT )

≡ |u|
(2+α)
q,QT

= |u|
(α)
q,QT

+ |ρ−1
Q ut|

(α)
q,QT

+ |ρs
Quxx|

(α)
q,QT

+ 〈ux〉
( 1+α

2
)

t,QT
.

Если u(x, 0) = 0 и u ∈ H
α,α/2
q (Qτ ) (H

α,α/2
q,ρ (Qτ )), будем говорить,

что u ∈ H
α,α/2
q,0 (Qτ ) (H

α,α/2
q,ρ,0 (Qτ )). Принадлежность функции u пространству

H
2+α,(2+α)/2
q,0 (Qτ ) означает, что u ∈ H

2+α,(2+α)/2
q (Qτ ) и u(x, 0) = ut(x, 0) = 0. Для

функций u(x), т.е. зависящих только от x, аналогично H
k+α,k+α/2
q (Qτ ) (k = 0, 1, 2)

определим пространства Hk+α
q (Q), опуская в соответствующих определениях кон-

станты Гёльдера по переменной t.
В задаче (1.8) положим

u1(x) = a(x, 0)ρ1+s
Ω u′′0,xx + f(x, 0).

Предполагаем, что

0 < a0 ≤ a(x, t) ≤ a1, (x, t) ∈ ΩT , (4.1)

и выполнены условия согласования

u0(x) = 0, u1(x) = 0 при x = 0, l. (4.2)

Теорема 4.1. Пусть a ∈ H
α,α/2
q (ΩT ), f ∈ H

α,α/2
q,ρ (ΩT ), u0 ∈ H2+α

q (Ω) и имеют
место условия (4.1), (4.2), тогда существует единственное решение задачи (1.8)

u ∈ H
2+α,1+α/2
q (ΩT ), причем справедлива оценка

|u|
(2+α)
q,ΩT

≤ C(l, T, a0, a1, |a|
(α)
q,ΩT

)
(

|f |
(α)
q,ρ,ΩT

+ |u0|
(2+α)
q,Ω

)

. (4.3)

Теорема 4.1 существенно используется в пункте 6 при доказательстве основно-
го результата работы теоремы 1.1. Доказательство теоремы 4.1 основано на методе
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построения регуляризатора (см. [13], гл. IV]). В рамках принятого подхода ход рас-
суждений незначительно отличается от стандартного и состоит в следующем. Сна-
чала исходная задача (1.8) сводится к задаче с нулевыми начальными данными, а
затем строится регуляризатор, т.е. оператор, обращающий главную линейную часть
начально-краевой задачи с “замороженным” коэффициентом a(x, t) (см. также [21]).
Мы опускаем эти построения и приведем доказательство только лишь разрешимости
и коэрцитивных оценок для модельной задачи, которые лежат в основе всех построе-
ний. Отметим, что выбор указанных выше функциональных пространств диктуется
именно модельной задачей. Основным моментом является исследование модельной
задачи. В модельной задаче требуется найти функцию w(x, t) по условиям

wt = x1+swxx + f(x, t), (x, t) ∈ DT ,

w(0, t) = 0, t ∈ (0, τ),

w(x, 0) = w0(x), x ∈ D.

(4.4)

Будем предполагать, что f ∈ H
α,α/2
q,ρ (DT ), w0 ∈ H2+α

q (D). Для произвольного поло-
жительного числа L обозначим DL = (0, L).

Теорема 4.2. Cправедлива оценка

〈〈wt/x〉〉
(α)
q,DT

+ 〈〈xswxx〉〉
(α)
q,DT

+ 〈wx〉
((1+α)/2)
t,DL,T

≤ c(L, T )
(

〈〈f/x〉〉
(α)
q,DT

+ 〈〈w0〉〉
(2+α)
q,D

)

. (4.5)

5 Оценки решения модельной задачи (4.4)

Для дальнейших рассуждений достаточно предположить, что

f(x, 0) = 0, т.е. f ∈ H
α,α/2
q,ρ,0 (DT ).

Для того, чтобы построить функцию Грина задачи (4.4), применим преобразова-
ние Лапласа по переменной t и для полученного обыкновенного уравнения второго
порядка стандартным способом строим функцию Грина. После обратного преобра-
зования Лапласа получаем искомую функцию Грина

G(x, ξ, t) = cqt
−1−s/qu−2(1+s)/q exp(−(u2 + v2))z1/qI1/q(z), (5.1)

где q = 1 − s, I1/q(·) — модифицированная функция Бесселя, u = ξq/2/(qt1/2), v =

xq/2/(qt1/2), z = 2uv, cq — вполне определенная постоянная, такая что

∞
∫

0

ξG(x, ξ, t) dξ = x. (5.2)
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С помощью G(x, ξ, t) решение задачи (4.4) представляется в виде суммы двух
потенциалов

w(x, t) = w(1)(x, t) + w(2)(x, t)

=

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξ +

∞
∫

0

G(x, ξ, t)w0(ξ) dξ.

Подобные задачи и построения ранее рассматривались в работах [20, 21].
Используя представление функции Ip(z) в виде ряда и её асимптотическое ра-

зложение при z → ∞, нетрудно получить неравенства

|Ip(z)| ≤

{

czp, z ≤ 1,

c exp(z) z−1/2, z ≥ 1.
∣

∣

q

2
zI1/q−1(z) − I1/q(z)

∣

∣

∣
≤ c z1/q+2 при z ≤ 1.

∣

∣I1/q(z) − I1/q−1(z)
∣

∣ ≤ c exp(z) z−3/2 при z > 1,
∣

∣

∣
2(I1/q−1(z) − I1/q(z)) +

1

z
I1/q−1(z) −

1

qz
(I1/q−1(z) + I1/q(z))

∣

∣

∣

≤ c exp(z) z−5/2 при z > 1,

(5.3)

которые полезны при получении следующих оценок.
Лемма 5.1. Функция Грина G(x, ξ, t) удовлетворяет неравенствам

|Dk
tG(x, ξ, t)| ≤ Ckt

−k−1− s
q u

−
2(1+s)

q exp(−γk(u− v)2)

{

z
2
q , z ≤ 1,

z
1
q
−

1
2 , z > 1,

(5.4)

|Dk
tDxG(x, ξ, t)| ≤ Ckt

−k−1− s
qu−

2(1+s)
q

× exp
(

−γk(u− v)2
)v

x

{

z
2
q
−1

(1 + v), z ≤ 1,

z
1
q
−

1
2 (1 + v/z), z > 1,

(5.5)

где γk ∈ (0, 1), k = 0, 1, 2,

|(G(x, ξ, t)ξ/x)x| ≤ Ct
−1− s

q u−

2(1+s)
q

× exp
(

−γ(u− v)2
)

(u

v

)
2
q 1

x

{

z
2
q (v2 + z2), z ≤ 1,

z
1
q
−

1
2 (1 + v), z > 1,

(5.6)
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|(G(x, ξ, t)ξ/x)xt| ≤ Ct−2− s
qu−

2(1+s)
q

× exp
(

−γ(u− v)2
)

(u

v

)
2
q 1

x

{

z
2
q (v2 + z2), z ≤ 1,

z
1
q
−

1
2 (1 + v + v2

z ), z > 1,
(5.7)

где γ ∈ (0, 1).
Вследствие громоздкости вычислений при доказательстве леммы кратко опишем

доказательство оценки для Gxt, остальные оценки получаются аналогично. Из (5.1)
и равенства

(

z1/qI1/q(z)
)

z
= z1/qI1/q−1(z) (см. [19]) следует

Gx = cqt
−1− s

qu
−

2(1+s)
q exp

(

−(u2 + v2)
)v

x
z1/q

{

uI1/q−1(z) − vI1/q(z)
}

.

При дальнейшем дифференцировании Gx по t используем равенства

I ′1/q(z) = I1/q−1(z) −
1

qz
I1/q(z),

I ′1/q−1(z) = I1/q(z) +
1

z

(1

q
− 1
)

I1/q−1(z)

и получаем

Gxt = cqt
−2− s

qu
−

2(1+s)
q exp(−(u2 + v2))

v

x
z1/q

(

(

−2 + (u− v)2
)

×
[

(u− v)I1/q−1(z) + v
{

I1/q−1(z) − I1/q(z)
}]

+ z
[

(u− v)
{

I1/q−1(z) − I1/q(z) −
1

z

(1

q
− 1
)

I1/q−1(z)
}

+ v
{

2
(

I1/q−1(z) − I1/q(z)
)

+
1

z
I1/q(z) −

1

qz

(

I1/q−1(z) + I1/q(z)
)

}])

.

Далее, применяя соответствующие оценки из (5.3) для оценки выражений в фи-
гурных скобках и очевидное неравенство

exp
(

−u2 − v2)
)

|u− v|a ≤ exp
(

−(u− v)2
)

|u− v|a ≤ ca exp
(

−γa(u− v)2
)

,

где ca, γa — некоторые положительные постоянные, приходим к оценке (5.5) при
k = 1.
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Лемма 5.2. Справедливы следующие неравенства:

∞
∫

0

ξ

x

∣

∣Dk
tG(x, ξ, t)

∣

∣|ξq/2 − xq/2|α dξ ≤ ckt
−k+α/2, k = 0, 1, 2; (5.8)

∞
∫

0

ξ
∣

∣Dk
tGx(x, ξ, t)

∣

∣|ξq/2 − xq/2|α dξ ≤ ckt
−k+α/2(1 + v), k = 0, 1; (5.9)

∞
∫

0

∣

∣

∣
Dk

t

( ξ

x
G(x, ξ, t)

)

x

∣

∣

∣
|ξq/2 − xq/2|α dξ ≤ ckt

−k+α/2 v

x
, k = 0, 1. (5.10)

При доказательстве леммы используются оценки (5.4)–(5.7) и
оценки вида (см. [10]):

∞
∫

1/2v

uσ exp
(

−γ(u− v)2
)

du ≤ c

{

vσ, v ≥ 1
exp(− γ

16v2 ), v ≤ 1

}

≤ cvσ,

1/2v
∫

0

uσ exp
(

−γ(u− v)2
)

du ≤ c

{

exp(−γv2), v ≥ 1
1, v ≤ 1

}

≤ c exp(−γv2),

(5.11)

при σ > −1, γ > 0.
Например, из (5.7) следует, что (q = 1 − s)

∞
∫

0

∣

∣

∣

( ξ

x
G(x, ξ, t)

)

xt

∣

∣

∣
dξ =

∞
∫

0

∣

∣

∣

( ξ

x
G(x, ξ, t)

)

xt

∣

∣

∣
q

2
q t

1
qu

2
q −1 du

≤ c

( 1/(2v)
∫

0

t−1u
2
q
−1− 2(1+s)

q exp
(

−γ(u− v)2
)

×
(u

v

)2/q
x−1z

q
2 (v2 + z2) du

+

∞
∫

1/(2v)

t−1u
2
q
−1− 2(1+s)

q exp
(

−γ(u− v)2
)
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×
(u

v

)2/q
x−1z

1
q −

1
2 (1 + v + v2/z) du

)

,

а после применения неравенств (5.11) получаем оценку

∞
∫

0

∣

∣

∣

( ξ

x
G(x, ξ, t)

)

xt

∣

∣

∣
dξ

≤
c

xt

(

v2 exp(−γv2) +

{

v, v > 1,

v
−

1
q
−

1
2 exp

(

− γ
16v2

)

, v ≤ 1

})

,

которая в виду неравенства zpe−γz2
≤ const, p > 0, γ > 0, приводит к оценке (5.10)

при k = 1.
Лемма 5.3. Для функций w(1), w(2), образующих решение модельной задачи

(4.4), справедливы оценки

〈〈1

x
w

(1)
t

〉〉(α)

q,DT

+
〈〈

xsw(1)
xx

〉〉(α)

q,DT
+
〈

w(1)
x

〉((1+α)/2)

t,DL,T

≤ c(L, T )〈〈f/x〉〉
(α)
q,DT

, (5.12)

〈〈1

x
w

(2)
t

〉〉(α)

q,DT

+
〈〈

xsw(2)
xx

〉〉(α)

q,DT
+
〈

w(2)
x

〉((1+α)/2)

t,DL,T

≤ c(L, T )〈〈w0〉〉
(2+α)
q,D , (5.13)

где постоянная c(L, T ) остается ограниченной при T → 0.
Доказательство. При доказательстве леммы ограничимся рассмотрением по-

лунорм 〈w
(1)
x 〉

((1+α)/2)
t,DL,T

и 〈〈x−1w
(2)
t 〉〉

(α)
q,DT

. Остальные слагаемые оцениваются подо-

бным образом. Используя равенство (5.2), получаем представление

w(1)
x (x, t) =

t
∫

0

dτ

∞
∫

0

ξGx(x, ξ, t− τ)
[f(ξ, τ)

ξ
−
f(x, τ)

x

]

dξ +

t
∫

0

f(x, τ)

x
dτ.

Для определенности полагаем ∆t = t1−t2 ≥ 0. После несложных преобразований
получаем

w(1)
x (x, t1) − w(1)

x (x, t2)

=

t1
∫

t1−2∆t

dτ

∞
∫

0

ξGx(x, ξ, t1 − τ)
[f(ξ, τ)

ξ
−
f(x, τ)

x

]

dξ
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−

t2
∫

t1−2∆t

dτ

∞
∫

0

ξGx(x, ξ, t2 − τ)
[f(ξ, τ)

ξ
−
f(x, τ)

x

]

dξ

+

t1−2∆t
∫

0

dτ

∞
∫

0

ξ
(

Gx(x, ξ, t1 − τ) −Gx(x, ξ, t2 − τ)
)

[f(ξ, τ)

ξ
−
f(x, τ)

x

]

dξ

+

t1
∫

t2

f(x, τ)

x
dτ ≡ i1 + i2 + i3 + i4.

Из свойств функции f(x, t) и определения параметров u, v следует

∣

∣

f(ξ, τ)

ξ
−
f(x, τ)

x

∣

∣

∣
≤
〈f

x

〉(α)

x,q,DT

∣

∣ξq/2 − xq/2
∣

∣

α

= cq〈f/x〉
(α)
x,q,DT

|u− v|ατα/2.

Для дальнейших оценок полезно заметить, что, когда в подынтегральных выра-
жениях появляется множитель вида

F (x, ξ, t) =
∣

∣ξq/2 − xq/2
∣

∣

α
exp
(

−(u− v)2
)

,

мы пользуемся оценкой вида

F (x, ξ, t) ≤ c tα/2 |u− v|α exp
(

−(u− v)2
)

≤ c tα/2 exp
(

−γ(u− v)2
)

,

γ ∈ (0, 1).

С учётом этого замечания и (5.9) получаем

|i1| ≤ c〈f/x〉
(α)
x,q,DT

2∆t
∫

0

τ
α
2

(

1 +
xq/2

τ1/2

)

dτ

≤ c 〈f/x〉
(α)
x,q,DT

(

(∆t)
1
2 +xq/2

)

(∆t)
1+α

2 .

Слагаемое i2 оценивается аналогично.
Для i3 сначала запишем оценку в виде

|i3| ≤

t1−2∆t
∫

0

dτ

t1
∫

t2

dθ

∞
∫

0

ξ |Gxθ(x, ξ, θ − τ)|
∣

∣

∣

f(ξ, τ)

ξ
−
f(x, τ)

x

∣

∣

∣
dξ.

Поскольку f ∈ H
α,α/2
q,ρ,0 (DT ), то f(x, t) = 0 при t < 0 и, следовательно, нужно рассмо-

треть только случай t1 − 2∆t > 0. Снова применяя неравенство (5.9), имеем

|i3| ≤ c 〈f/x〉
(α)
x,q,DT

t1−2∆t
∫

0

dτ

t1
∫

t2

|θ − τ |
α
2
−1

(

1 +
xq/2

|θ − τ |1/2

)

dθ.
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Вследствие неравенства t1 − 2∆t > 0 имеем оценку ∆t < θ − τ < t1, так, что вну-
тренний интеграл в правой части этого неравенства сходится. Отсюда

|i3| ≤ c
(

t
1/2
1 + xq/2

)

〈f/x〉
(α)
x,q,DT

t1−2∆t
∫

0

dτ

t1
∫

t2

|θ − τ |
α
2
−

3
2 dθ

≤ c
(

t
1/2
1 + xq/2

)

〈f/x〉
(α)
x,q,DT

(∆t)
1+α

2 .

При оценке i4 используется равенство f(x, 0) = 0 и гельдеровость с показателем
α/2 относительно переменной t функции f(x, t). Отсюда

|i4| ≤ 〈f/x〉
(α/2)
t,DT

t1
∫

t2

τα/2 dτ ≤ ct
1/2
1 〈f/x〉

(α/2)
t,DT

(∆t)
1+α

2 .

Суммируя оценки для ik, k = 1, 4, получаем

〈

w(1)
x

〉( 1+α
2 )

t,DL,T
≤ C

(

T 1/2 + Lq/2
)

〈〈f/x〉〉
(α)
q,DT

.

Переходим к оценке функции w
(2)
t . Функция Грина G(ξ, x, t) удовле-

творяет сопряженному уравнению Gt = (ξ1+sG)ξξ, поэтому w
(2)
t (x, t) =

∫

∞

0 (ξ1+sG)ξξ(x, ξ, t)w0(ξ) dξ, и после интегрирования по частям

1

x
w

(2)
t (x, t) =

∞
∫

0

ξ

x
G(x, ξ, t)ξsw′′

0(ξ) dξ.

Используя равенство (5.2), получим

1

x
w

(2)
t (x, t1) −

1

x
w

(2)
t (x, t2)=

t1
∫

t2

dτ

∞
∫

0

ξ

x
Gτ (x, ξ, τ)

[

ξsw′′

0(ξ) − xsw′′

0(x)
]

dξ.

Применение оценки (5.8) дает

∣

∣

∣

1

x
w

(2)
t (x, t1) −

1

x
w

(2)
t (x, t2)

∣

∣

∣
≤ c

〈

xsw′′

0

〉(α)

x,q,D

t1
∫

t2

τα/2−1 dτ,

и, следовательно,
〈1

x
w

(2)
t

〉(α/2)

t,DT

≤ c
〈

xsw′′

0

〉(α)

x,q,D
. (5.14)
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При оценке константы Гельдера по x для функции 1
xw

(2)
t будем различать два

случая:
1) t < h2 ≡

∣

∣ξq/2 − xq/2
∣

∣

2
, 2) t ≥ h2.

В первом случае необходимая оценка следует из (5.14). Действительно,

∣

∣

∣

1

x
w

(2)
t (x, t) −

1

y
w

(2)
t (y, t)

∣

∣

∣
≤
∣

∣

∣

1

x
w

(2)
t (x, t) −

1

x
w

(2)
t (x, 0)

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣

1

x
w

(2)
t (x, 0) −

1

y
w

(2)
t (y, 0)

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣

1

y
w

(2)
t (y, 0) −

1

y
w

(2)
t (y, t)

∣

∣

∣

≤ 2
〈1

x
w

(2)
t

〉(α/2)

t,DT

tα/2 +
〈

xsw′′

0

〉(α)

x,q,D
hα ≤ c

〈

xsw′′

0

〉(α)

x,q,D
hα. (5.15)

Во втором случае снова за счет (5.2) получим представление

1

x
w

(2)
t (x, t) −

1

y
w

(2)
t (y, t) =

x
∫

y

dθ

∞
∫

0

(ξ

θ
G(θ, ξ, t)

)

θ

[

ξsw′′

0(ξ) − θsw′′

0(θ)
]

dξ.

Обозначим v = θq/2

qt1/2 . Применение неравенства (5.10) дает

∣

∣

∣

1

x
w

(2)
t (x, t) −

1

y
w

(2)
t (y, t)

∣

∣

∣
≤ c

〈

xsw′′

0

〉(α)

x,q,D

∣

∣

∣

∣

∣

x
∫

y

tα/2 v

θ
dθ

∣

∣

∣

∣

∣

≤ c
〈

xsw′′

0

〉(α)

x,q,D
t

α−1
2

x
∫

y

θ
q
2
−1 dθ ≤ c

〈

xsw′′

0

〉(α)

x,q,D
hα. (5.16)

Из (5.14)–(5.16) следует 〈〈x−1w2
t 〉〉

(α)
q,DT

≤ c 〈xsw′′

0〉
(α)
x,q,D, что и требовалось доказать.

�

Из оценок (5.12)–(5.13) следует оценка (4.5).

6 Доказательство Теоремы 1.1

Лемма 6.1. Для обобщенного решения задачи (1.1) справедливы следующие оценки

|vx(x, t2) − vx(x, t1)| ≤ C12 |t2 − t1|
1−s
2−s при (x, t2), (x, t1)∈Ωt0,T , (6.1)

|vx(x2, t) − vx(x1, t)| ≤ C13dΩ(x1, x2) при (x2, t), (x1, t) ∈ Ωt0,T , (6.2)

где q = 1 − s, а постоянные C12, C13 зависят от l, t0, T , κ̃∗, κ̃
∗, M4.

Доказательство. Сначала докажем (6.1). Пусть x1, x2 — произвольные числа
такие, что x1 < x2 ≤ l/2 (аналогично можно рассмотреть вариант, когда l/2 ≥ x2 >
x1). Будем следовать схеме доказательства леммы 3.1 [13, гл. II].
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Из (3.8), (3.38) предварительно получим

∣

∣

∣

∣

∣

x2
∫

x1

(vx(z, t) − vx(x1, t)) dz

∣

∣

∣

∣

∣

≤

x2
∫

x1

dz

z
∫

x1

|v−s(y, t)||vs(y, t)vyy(y, t)| dy

≤
M4

κ̃
s
∗

x2
∫

x1

dz

z
∫

x1

y−s dy = C14

x2
∫

x1

z1−s − x1−s
1

1 − s
dz

≤ C15

x2
∫

x1

(z − x1)
1−s dz ≤ C16(x2 − x1)

2−s, (6.3)

где C14, C15 и C16 зависят отM4, κ̃∗, s, l. Далее, имеем следующее равенство (t1 ≤ t2)

v(x2, t2) − v(x1, t2) − v(x2, t1) + v(x1, t1) =

x2
∫

x1

vx(z, t2) dz −

x2
∫

x1

vx(z, t1) dz

=

x2
∫

x1

(vx(z, t2) − vx(x1, t2)) dz −

x2
∫

x1

(vx(z, t1) − vx(x1, t1)) dz

+ (vx(x1, t2) − vx(x1, t1)) (x2 − x1).

Отсюда

vx(x1, t2) − vx(x1, t1)

=
1

x2 − x1

{ x2
∫

x1

(vx(z, t1) − vx(x1, t1)) dz −

x2
∫

x1

(vx(z, t2) − vx(x1, t2)) dz

+ v(x2, t2) − v(x1, t2) − v(x2, t1) + v(x1, t1)

}

. (6.4)

Из последнего неравенства, (2.4), (3.38) и (6.3) получим

|vx(x1, t2) − vx(x1, t1)|

≤
2

(x2 − x1)

{

C16(x2 − x1)
2−s +M0M4 |t2 − t1|

}

≤ C17(x2 − x1)
1−s + 2M0M4

t2 − t1
x2 − x1

.

Минимизируя правую часть по x2, получим (x2 − x1)
2−s = 2M0M4

C17(1−s)(t2 − t1) и, следо-

вательно, имеет место оценка (6.1). Рассуждая аналогично тому, как было получено
неравенство (6.3), выводим оценку (6.2). �
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Для произвольного t0 > 0 определим бесконечно дифференцируемую функцию
φ(t) такую, что φ(t) = 0 при t ≤ t0

2 и φ(t) = 1 при t ≥ t0. Введем функцию w(x, t) =
φ(t)v(x, t). Имеем

wt = v1+s(x, t)wxx + φt(t)v(x, t), (x, t) ∈ Ωt0/2,T ,

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σt0/2,T ,

w(x, t0/2) = 0, x ∈ Ω.

(6.5)

Положим β1 = 1−s
2−s . В случае 2β1 ≥ α полагаем, что α1 = α, а при 2β1 < α возьмем

α1 = 2β1. Поскольку v(0, t) = v(l, t) = 0, функцию v(x, t) можно представить в виде

v(x, t) =
1

l
{(l − x)v(x, t) + xv(x, t)}

=
1

l

{

(l − x)

x
∫

0

vz(z, t)dz − x

l
∫

x

vz(z, t) dz

}

=
1

l

{

x(l − x)

1
∫

0

vz(z, t)
∣

∣

z=λx
dλ− x(l − x)

1
∫

0

vz(z, t)
∣

∣

z=x+λ(l−x)
dλ

}

=
ω(x)

l

1
∫

0

vz(z, t)
∣

∣

∣

z=λx

z=x+λ(l−x)
dλ.

Рассмотрим задачу (6.5) как линейную задачу вида (1.8) c a(x, t) = v1+s(x,t)
ω1+s(x)

и

f(x, t) = φt(t)v(x, t). Из оценки (3.8) следует неравенство a(x, t) ≥ κ̃∗ > 0. Приме-
няя формулу конечных приращений и оценки (6.1), 6.2) леммы 6.1, стандартными
рассуждениями убеждаемся в том, что

a ∈ Hα1,α1/2
q (Ωt0/2,T ), f ∈ Hα1,α1/2

q,ρ (Ωt0/2,T ).

Таким образом, функции a(x, t) и f(x, t) удовлетворяют условиям теоремы 4.1. Сле-

довательно, решение задачи (6.5) w ∈ H
2+α1,1+α1/2
q

(Ωt0/2,T ), а тогда, по определению, v ∈ H
2+α1,1+α1/2
q (Ωt0,T ). Теперь при 2β1 ≥ α

теорема 1.1 доказана, в противном случае (т.е. 2β1 < α) нужно взять β2 = 1+α1
2 и

повторить вышеизложенную процедуру.
Работа была частично поддержана грантом 01.07/00130 ДФФД Украины и гран-

том INTAS 03-51-5007.
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REGULARITY OF THE SOLUTION TO THE MANY-DIMENSIONAL

FREE BOUNDARY PROBLEM FOR THE POROUS MEDIUM

EQUATION

Sib. Mat. Trudy–1997,–49, №10

Introduction.

The porous media equation

ρt = ∆(ρm), m > 1, (0.1)

arises in many applications. For example, the filtration of an isothermal gas in a homoge-
neous media may be described in a suitable scale with the help of the mass conservation
law

ρt + div(ρ−→v ) = 0, (0.2)

the state’s equation
p = ρm−1 (0.3)

and the Darcy law
−→v = − m

m−1∇p, (0.4)

where ρ is a density, p is a pressure, −→v is a velocity vector. So we obtain the equation
(0.1) on account of the relations (0.2)-(0.4).

It is well-known fact [1] that the equation (0.1) ensures a finite speed of propagation of
disturbances. It means, for example, that in Cauchy problem for the equation (0.1) with a
nonnegative finite initial function ρ(y, 0) a region Ω(t) occupied by a gas is bounded for all
t > 0. Thus there is an interface (free boundary) Γ(t) separating domains {y : ρ(y, t) > 0}
and {y : ρ(y, t) = 0}.This interface can be defined also as the boundary of a solution’s
support. In the Cauchy problem the analyticity of the free boundary was established in
[2] for all t > 0 in one-dimensional case. For n ≥ 2 it was shown in [3] that the function
t = t(y), y ∈ Rn, describing the free boundary configuration, belongs to the class C1+α

under the assumption
∂
∂n(ρm−1

0 )|Γ(0) 6= 0, ρ0 = ρ(y, 0). (0.5)

The physical sense of the condition (0.5) is that the free boundary Γ(t) starts its moving
instantly, so the ”waiting time” is excluded. One can be noted that due to the indicated
physical interpretation of (0.2)-(0.4) the following equations
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p|Γ(t) = 0, Vn = −→v · −→n |Γ(t) = − m
m−1

∂p
∂n (0.6)

are fulfilled on Γ(t) if the function p and the interface Γ(t) are sufficiently smooth. Here
−→n is the unit outward normal to Ω(t) and Vn is the normal velocity of the interface.
Thus Stefan like free boundary problem can be formulated: to find a function p and a
free boundary Γ(t) such that the "pressure equation"

pt = mp∆p+ m
m−1 |∇ p|2, y ∈ Ω(t), t ∈ (0, T ), (0.7)

which follows from (0.1), free boundary conditions (0.6) and some initial conditions are
satisfied. On smoothness classes of functions the Cauchy problem for (0.1) and the free
boundary problem (0.6), (0.7) are equivalent for correspondent initial data.

The question about the free boundary smoothness depending on a regularity of the
initial data up to the moment t = 0 was open to the last time. In our work [4] we
considered the certain one dimensional free boundary problem for the equation (0.7)
under conditions (0.6) and showed that the free boundary smoothness increases if the
smoothness of the initial data increases. The similar problem for the Cauchy problem
had been studied in [5] for the dimension n = 2. The ideas of the study in [4] and [5] are
close but the different approaches were used to obtain the necessary a priori estimates in
the following model problem

Lbu = ut − xn ∆u− b uxn = f (x, t) , (x, t) ∈ DT ,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ D,
(0.8)

where n ≥ 1, D = {x : xn > 0}, DT = D× (0, T ), f(x, t), u0(x) are given functions and
b is a positive parameter .

In this paper we present the estimates of the problem (0.8), which permit to extend
the results from [4] to the case of the arbitrary number of spatial variables.

We consider a simple geometry for the free boundary problem, because we are pri-
marily interesting in the investigation of the model problem, which simulates the local
behaviour of the function p(y, t) near the unknown interface Γ(t) and shows the point of
the problem under consideration.

Remark 0.1 Since the regularity properties of the free boundary Γ(t) are determined by
local properties of the solution near Γ(t), our results are closely related to the description
of the free boundary properties for the Cauchy problem. Of course, another methods of
the reduction of the Cauchy problem to a problem in a fixed domain must be used.
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Let y′ = (y1, .., yn−1) and denote

Σ = {y ∈ Rn : yn = 0} , Γ (0) = {y ∈ Rn : yn = ϕo(y
′)} ,

Γ (t) = {y ∈ Rn : yn = ϕ(y′, t)} , ΣT = Σ × (0, T ), ΓT =
⋃

t∈(0,T )

(Γ(t) × {t}) ,

Ω (t) = {y ∈ Rn : 0 < yn < ϕ(y′, t)} , ΩT =
⋃

t∈(0,T )

(Ω(t) × {t}) , Ωo = Ω(0).

We consider the following problem: to seek a function p(y, t) and a free boundary
Γ (t) such that

pt = mp∆p+ m
m−1 |∇p|2, (y, t) ∈ ΩT ;

p(y, 0) = p0(y), y ∈ Ω0; ϕ(y′, 0) = ϕo(y
′), y′ ∈ Rn−1;

p(y, t) = p∗, (y, t) ∈ ΣT ;

p = 0, Vn = − m
m−1

∂p
∂n , (y, t) ∈ ΓT ,

(0.9)

here p∗ is a given positive constant.
We assume that ϕ0(y

′) ≥ δ > 0 and

− ∂po

∂yn
≥ δ > 0, y ∈ Ω0. (0.10)

This strong condition will ”facilitate” the passage from the free boundary problem (0.9)
to the certain problem in the fixed domain and ensures, in particular, the condition (0.7).

Similarly to [5] we introduce the function

s[y, y] = |y−y|√
d(y)+

√
d(y)+

√
|y−y|

,

where d(y) is the distance from y to Γ (0) . It is easy to observe that the functions d (y)
and p0 (y) are equivalent in view of condition (0.10), i.e. we can choose the constants c1
and c2 such that

c1d(y) ≤ p0(y) ≤ c2d(y), y ∈ Ω0. (0.11)

We use the space Cα
s

(
Ω
)
, Ω ∈ Rn of functions p(y) with the norm

|p|(α)
Ω = max

Ω
|p| + 〈p〉(α)

Ω ,

where
〈p〉(α)

Ω = sup
y,y∈Ω

|p(y)−p(y)|
sα[y,y] .
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Denote by C2+α
s

(
Ω
)

the functional space with the norm

|p|C2+α
s (Ω) = |p|(α)

Ω +
∑
|l|=1

∣∣Dlp
∣∣(α)

Ω
+
∑
|l|=2

∣∣dDlp
∣∣(α)

Ω
.

and by Ck,α
s

(
Ω
)
(Ck,2+α

s

(
Ω
)
) the space of functions p(y) whose l−order derivatives Dlp

with |l| ≤ k belong to the space Cα
s

(
Ω
)
(C2+α

s

(
Ω
)
).

The main result of the paper is contained in

Theorem 0.1. Let Γ(0) ∈ Ck+α/2 (ϕo ∈ Ck+α/2(Rn−1)), po ∈ Ck−1,2+α
s

(
Ω0

)
, k ≥ 1,

the condition (0.10) is satisfied and the consistency conditions of the k-order are fulfilled,
then for sufficiently small T there exists a unique smooth solution of the problem (0.9)
and ΓT ∈ Ck+α/2 (ϕ ∈ Ck+α/2(Rn−1 × [0, T ])) .

The plan of the paper is following. In section 1 we reduce the problem (0.9) to
a problem in fixed domain and give definitions of corresponding functional spaces. In
order to treat this fixed domain nonlinear problem we need to study its linearization. On
this way the principal analytical difficulties lie in the investigation of the model problem
(0.8). It is the subject of the sections 2 and 3, where the estimates of the Green function
and the model problem solution are given respectively. In section 4 we prove one-to-
one solvability of the linearized problem by construction of a regularizer (see [6, Ch.4]).
At last the section 5 is devoted to the existence of a solution of the original nonlinear
problem.

1. Reduction of the original problem to a problem in a fixed domain.

Functional spaces.

The assumption (0.10) allows us to use the well-known transform

xi = yi, i = 1, ..., n − 1;
xn = p(y′, yn, t)

(1.1)

so that the inverse transform is

yi = xi, i = 1, ..., n − 1;
yn = u(x′, xn, t).

(1.2)

Here u(x, t) is a new unknown function instead of p(y, t) such that

yn ≡ u(y′, p(y, t), t). (1.3)

As is easily seen from (1.1)- (1.3) the free boundary Γ(t) is transformed into the plane
xn = 0 and, conversely, yn = u(x′, 0, t) is a desired representation of Γ(t). Introduce the
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following notations: Γ∗ = {x : xn = 0}, Σ∗ = {x : xn = p∗}, Ω∗ = {x : 0 < xn < p∗},
Γ∗

T = Γ∗ × (0, T ), Σ∗
T = Σ∗ × (0, T ), Ω∗

T = Ω∗ × (0, T ).
In the new variables the problem (0.9) becomes:

Mu ≡ ut −mxn

(
1+|∇′u|2
(uxn)2

uxn xn − 2
uxn

n−1∑
i=1

uxiuxn xi + ∆′u

)
+ m

m−1
1+|∇′u|2

uxn
= 0,

(x, t) ∈ Ω∗
T ;

u(x, 0) = uo(x), x ∈ Ω∗; u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ∗
T ;

ut + m
m−1

1+|∇′u|2
uxn

= 0, (x, t) ∈ Γ∗
T ;

(1.4)

where ∇′u =
(
ux1 , ..., uxn−1

)
, ∆′u =

n−1∑
i=1

uxi xi and u0 is the inverse function to p0. The

latter condition in (1.4) is a consequence of the following relations: n = − ∇p
|∇p| , Vn = pt

|∇p|
and subsequent computations of the derivatives of the function u from the derivatives of
p.

Now we proceed to definition of the functional spaces.
Let G be an arbitrary subdomain of D = {x : xn > 0} (below by G we mean Ω∗ or

D). Following to [5] we introduce the function

s [x, x] = |xn−xn|+|x′−x′|
√

xn+
√

xn+
√

|x′−x′|
.

First we denote
|u|(α)

G = max
G

|u| + 〈u〉(α)
G ,

|u|(α)
GT

= max
GT

|u| + 〈〈u〉〉(α)
GT

,

〈〈u〉〉(α)
GT

= 〈u〉(α)
x,GT

+ 〈u〉(α/2)
t,GT

,

here
〈u〉(α)

G = sup
x,x∈G

|u(x)−u(x)|
sα[x,x] ,

〈u〉(α)
x,GT

= sup
(x,t),(x,t)∈GT

|u(x,t)−u(x,t)|
sα[x,x] ,

〈u〉(α)
t,GT

= sup
(x,t),(x,t)∈GT

|u(x,t)−u(x,t)|
|t−t|α/2 .

We denote by Cα
s (G), Cα

s (GT ) the spaces with the norms |u|(α)
G and |u|(α)

GT
respectively.
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Next we denote C2+α
s (G) the functional spaces with the norm

|u|(2+α)
G = |u|(α)

G +
∑

|l|=1

sup
G

|Dlu| +
∑

|l|=2

sup
G

|xnD
lu| + 〈u〉(2+α)

G ,

where

〈u〉(2+α)
G =

∑
|l|=1

〈
Dlu

〉(α)

G
+
∑
|l|=2

〈
xnD

lu
〉(α)

G
.

Throughout below by Dl we imply the derivatives with respect to x of the l order.
We denote by C2+α

s (GT ) the functional space with the following norm

|u|(2+α)
GT

= |u|(α)
GT

+
∑

|l|=1

sup
GT

|Dlu| +
∑

|l|=2

sup
GT

|xnD
lu| + sup

GT

|ut| + 〈〈u〉〉(2+α)
G ,

where

〈〈u〉〉(2+α)
G =

∑
|l|=1

(〈〈
Dlu

〉〉(α)

GT
+
〈
xnD

lu
〉(α+1

2
)

t,GT

)
+
∑
|l|=2

〈〈
xnD

lu
〉〉(α)

GT
+ 〈〈ut〉〉(α)

GT
.

By Ck,α
s (GT )

(
Ck,2+α

s

(
GT

))
we denote the spaces of functions u whose l-order

derivatives Dlu with |l| ≤ k belong to the space Cα
s (GT )

(
C2+α

s

(
GT

))
. In a sim-

ilar way we introduce Ck,α
s (G), Ck,2+α

s (G). By Ck,α
s,0 (GT ) we mean the subspace of

Ck,α
s (GT ) with elements u(x, t) such that Dm

t u(x, 0) = 0 for all m ≤ k. We define also

Ck,2+α
s,0

(
GT

)
=
{
u ∈ Ck,2+α

s

(
GT

)
: Dm

t u(x, 0) = 0 for all m ≤ k + 1
}
.

We need also some propositions concerning with properties of functions from Cα
s (GT ),

C2+α
s

(
GT

)
.

Proposition 1.1. Let u ∈ C2+α
s

(
GT

)
or u ∈ C2+α

s

(
G
)
, then

xnD
lu|x=0 = 0, for all |l| = 2.

(cf. [5, Proposition I.12.1, p.940]).
Proposition 1.2.

A) Let u ∈ C
(
GT

)
,

|u(x, t)| ≤ cx
α/2
n , (x, t) ∈ GT , (1.5)

|u(x, t) − u(x, t)| ≤ c
(
|xn−xn|+|x′−x′|√

xn+
√

xn

)α
, (x, t), (x, t) ∈ GT , (1.6)

with c independent of x, x, t, then there exists a constant c such that

|u(x, t) − u(x, t)| ≤ csα [x, x] , (x, t), (x, t) ∈ GT . (1.7)
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B) Let u ∈ C
(
GT

)
,

|u(x′, xn, t) − u(x′, xn, t)| ≤ c|x′ − x′|α/2, (x′, xn, t), (x
′, xn, t) ∈ GT ,

|u(x, t) − u(x, t)| ≤ c
(
|xn−xn|+|x′−x′|√

xn+
√

xn

)α
, (x, t), (x, t) ∈ GT ,

then there exists a constant c such that

|u(x, t) − u(x, t)| ≤ csα [x, x] ; (x, t), (x, t) ∈ GT .

Proof. We have a)
√
xn +

√
xn ≥ |x′ −x′|1/2 or b)

√
xn +

√
xn ≤ |x′ −x′|1/2 . If a) then

we have
√
xn +

√
xn + |x′ − x′|1/2 ≤ 2

(√
xn +

√
xn

)
and in view of (1.6)

|u(x, t) − u(x, t)| ≤ c
(

2(|xn−xn|+|x′−x′|)√
xn+

√
xn+|x′−x′|1/2

)α
≤ c1s

α [x, x] .

In the case b) we obtain
√
xn +

√
xn + |x′ − x′|1/2 ≤ 2|x′ − x′|1/2, so that

|√xn +
√
xn|α ≤ |x′ − x′|α

2 ≤
(

2|x′−x′|
√

xn+
√

xn+
√

|x′−x′|

)α

≤ 2αsα [x, x]

In view of (1.5) we deduce

|u(x, t) − u(x, t)| ≤ c
(
x

α/2
n + x

α/2
n

)
≤ c

(√
xn +

√
xn

)α ≤ c2s
α [x, x] .

We put c = max{c1, c2} and obtain (1.7). This completes the proof of A). In a similar
way we can proof B).�

Except of the weight Hölder spaces we need also to use the standard Hölder spaces

Hk+α, k+α
2

(
Σ∗

T

)
, Hk+α, k+α

2

(
Ω∗

T

)
(see [6]).

2.The Green function.

We begin this section by carrying out formal calculations to obtain the Green function
representation for the model problem (0.8). Further, we will derive the estimates of the
Green function G(x, ξ, y, t) in order to prove that the expression

u(x, t) =
t∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
∫

Rn−1

G(xn, ξ, x
′ − η, t− τ)f(ξ, τ)dη

+
∞∫
0

dξ
∫

Rn−1

G(xn, ξ, x
′ − η, t)u0(ξ, η)dη

is in fact the solution of (0.8).
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2.1. The construction of the Green function. Throughout below we denote
λ = (λ1, ..., λn−1), η = (η1, ..., ηn−1). We note that one can rewrite the differential part
of (0.8) as follows

Lbu = x1−b
n

((
xb−1

n u
)

t
−
(
xb

nux

)
x
− ∆′

(
xb

nu
))

.

We use the Fourier transform

w̃(σ, λ, t) = F [w] =

∞∫

0

dxn

∫

Rn−1

exp(−ixnσ − ix′λ)w(x, t)dx′.

Let the right-hand side in (0.8) be equal to zero. We note that
(
F
[
xb−1

n u
])′

σ
= −iF

[
xb

nu
]
,

F
[
(xb

nuxn)xn

]
= iσbF

[
xb−1

n u
]
− σ2F

[
xb

nu
]
,

for an arbitrary smooth function u with a compact support.
We denote w(x, t) = xb−1

n u(x, t) and obtain the Cauchy problem for w̃ :

w̃t + iσbw̃ + i(σ2 + |λ|2)w̃σ = 0, t > 0, (σ, λ) ∈ Rn;

w̃(σ, λ, 0) = w̃0(σ, λ), (σ, λ) ∈ Rn,

where w̃0 = F
[
xb−1

n u0

]
. The solution of this problem ( see [7]) has the explicit form

w̃(σ, λ, t) = {ch at+
iσ

a
sh at}−bw̃0(ζ, λ),

where

a = |λ|, ζ =
aσ ch at− ia2 sh at

a ch at+ iσ sh at
.

Next we have, by applying the inverse Fourier transform,

w(x, t) = 1
(2π)n

+∞∫
−∞

dσ
∫

Rn−1

exp(ixnσ + ix′λ)w̃(σ, λ, t)dλ

= 1
(2π)n

+∞∫
−∞

dσ
∫

Rn−1

dλ exp(ixnσ + ix′λ){ch at + iσ
a sh at}−b

×
∞∫
0

dξ
∫

Rn−1

exp(−iξζ − iηλ)ξb−1u0(ξ, η)dη.

The interchange of the order of integration and the change of w by xb−1
n u lead to the

expression

u(x, t) =

∞∫

0

dξ

∫

Rn−1

G(xn, ξ, x
′ − η, t)u0(ξ, η)dη,
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here

G(xn, ξ, x
′, t) =

1

(2π)n

∫

Rn−1

dλ

+∞∫

−∞

exp(ix′λ+ ixσ − iξζ){ch at+
iσ

a
sh at}−b

×
(
ξ

xn

)b−1

dσ.

The routine calculations show that

iξζ = ξa coth at− ξ a2

sh2 at[iσ+a coth at] ,

ch at+ iσ
a sh at = sh at[iσ+a coth at]

a ,

consequently (cf. [8, formula 5.5.35])

G(xn, ξ, x
′, t) = 1

(2π)n

(
ξ
xn

)b−1 ∫

Rn−1

dλ exp(ix′λ− (xn + ξ)a coth at)

×
+∞∫
−∞

exp
[
xn(iσ + a coth at) + ξ a2

[iσ+a coth at]sh2 at

]
[iσ + a coth at]−b

(
a

shat

)b
dσ

= 1
(2π)n−1

(
x
ξ

) 1−b
2 ∫

Rn−1

exp(ix′λ− (xn + ξ)a coth at)Ib−1

(
2(xnξ)1/2a

sh at

)
a

shatdλ,

where Iν(x) is the modified Bessel function.
Let

f(a) = exp(−(xn + ξ)a coth at)Ib−1

(
2(xnξ)

1/2a

sh at

)
a

shat
.

Since a = |λ|, we can apply the formula (see [9, p.152]):

∫

Rn−1

exp(ix′λ)f(|λ|)dλ = 2π
n−1

2

(ρ
2

)1−n−1
2

∞∫

0

a
n−1

2 Jn−1
2

−1(aρ)f(a) da,

here ρ = |x′|, Jν is the first kind Bessel function, and obtain

G(xn, ξ, x
′, t) = 1

(2π)
n−1

2

(
xn
ξ

) 1−b
2

∞∫
0

exp(−(xn + ξ)a coth at)

×Ib−1

(
2(xnξ)1/2a

shat

)
a

shata
n−1

2 |x′|−n−3
2 Jn−3

2
(a|x′|)da.

We denote by q = 1 − b, u =
(

ξ
t

) 1
2
, v =

(
xn
t

) 1
2 , m2 = u2 + v2, z = 2uv, w = |y′|

t .
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The change of the variable µ = at implies

G(xn, ξ, x
′, t)

= (2π)−
n−1

2
u−2qzq

2qtn

∞∫
0

exp(−m2µ cothµ)I−q

(
z µ

shµ

)
µ

shµµ
n−1

2 w−n−3
2 Jn−3

2
(µw)dµ.

(2.1)

Further for the sake of simplicity we consider the case n = 2 and give some additional
remarks relating to the case n > 2. Hereafter in the sections 2 and 3 we put n = 2,

x2 = x, x1 = y. Since J− 1
2
(z) =

√
2
π

cos z√
z

we obtain

G(x, ξ, y, t) =
u−2qzq

π2q t2

∞∫

0

exp(−m2µ cothµ)I−q

(
z
µ

shµ

)
µ

shµ
cos(µw)dµ. (2.2).

2.2. Preliminaries. We deduce some auxiliary assertions before setting to the
Green function estimates.

First we have

µ
shµ = 1 +

n∑
k=1

αkµ
2k + o(µ2n), α1 = −1

6 ,

µ cothµ = 1 +
n∑

k=1

βkµ
2k + o(µ2n), β1 = 2

3 ,
(2.3)

with some constants αk, βk and arbitrary n ≥ 1. It is worth to observe that α1 6= β1.
Using the representation

µ
shµ = 2µ exp(−µ)

1−exp(−2µ) = 2µ exp(−µ)
∞∑

k=0

exp(−µk), µ > 0,

it’s easy to prove that

∣∣∣∣
(

µ
shµ

)(l)
(µ)

∣∣∣∣ ≤ cl
µ

shµ , µ ∈ [0,+∞), l ≥ 1. (2.4)

Similarly the representation

µ cothµ = µ
1 + exp(−2µ)

1 − exp(−2µ)
= µ(1 + exp(−2µ))

∞∑

k=0

exp(−2µk)}, µ > 0,

implies the estimate

∣∣µ cothµ(l)(µ)
∣∣ ≤ cl, µ ∈ [0,+∞), l ≥ 1. (2.5)
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We observe that
µ cothµ ≥ 1 ≥ µ

shµ , µ ∈ [0,+∞). (2.6)

We use also some well-known properties of the modified Bessel functions. Let us
remind that the function I−q can be determined with the help of the series

I−q(x) =
∞∑

k=0

1
k!Γ(−q+k+1)(

x
2 )−q+2k (2.7)

and possesses by the following asymptotic expansion as x tends to infinity

I−q(x) = exp x√
2πx

(1 − 1
2x

Γ(−q+ 3
2
)

Γ(−q− 1
2
)
+ o( 1

x )). (2.8)

From (2.7), (2.8) the next estimate follows

I−q(x) ≤
{
cx−q, 0 < x ≤ 1,
c exp x√

x
, x > 1.

(2.9)

Let us consider the function Φ(x) = exp(−x)xqI−q(x). We claim that

∣∣Φ(l)(x)xl
∣∣ ≤

{
c, 0 ≤ x ≤ 1,

cxq− 1
2 , x > 1.

(2.10)

Indeed, the derivatives of the arbitrary order of I−q(x), being depended on the other
modified Bessel functions with different indices, possess by the asymptotic expansions,
that can be represented with the help of (2.8). Besides these derivatives are smooth
functions on an interval [δ,+∞) for any positive δ. Thus the asymptotic expansions for
the derivatives of Φ(x) can be obtained by differentiating of the asymptotic expansion of
Φ(x) due to Theorem 4.17 [10, v.1, p.80] . Hence the estimate (2.10) with x > 1 holds.
The estimate for 0 < x ≤ 1 follows from (2.7).

Next we will use the inequalities

∞∫

1/2v

uα exp(−γ(u− v)2)du ≤ c

{
vα, v ≥ 1

exp(− γ
16v2 ), v ≤ 1

}
≤ cvα, (2.11)

1/2v∫
0

uα exp(−γ(u− v)2)du ≤ c

{
exp(−γv2), v ≥ 1

1, v ≤ 1

}
≤ c exp(−γv2), (2.12)

that are valid for α > −1 (see [4]), γ is an arbitrary positive constant.

Below if f(u, v) =

{
f1(u, v), z ≤ 1
f2(u, v), z > 1

, we will write f(u, v) =

{
f1(u, v)
f2(u, v)

}
, here

z = 2uv .
The inequality
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1/2v∫
0

u1−2q exp(−γ(u− v)2)du+
∞∫

1/2v

u1−2qzq−1/2 exp(−γ(u− v)2)du =

=
∞∫
0

u1−2q

{
1

zq−1/2

}
exp(−γ(u− v)2)du ≤ C

(2.13)

is a direct consequence of (2.11), (2.12).
2.3. The Green function estimates We define the function

g(u, v, t, γ) = u−2q

t2 exp(−γ(u− v)2))

{
1

zq−1/2

}
, (2.14)

where γ ∈ (0, 1]. Below we denote by g(u, v, t) all functions of the such type, which may
have a distinction one from other by some constant multiplier or by a parameter γ.

Lemma 2.1. The following estimates are valid:

|G(x, ξ, y, t)| ≤ C
wn g(u, v, t, γ)

{
1

z
n−1

2

}
, w = |y|

t , z = 2uv, (2.15)

with an arbitrary nonnegative integer n and C, γ depended on n only.
Proof. We represent the Green function (2.2) in the following form:

G =
u−2q

2qπ t2

∞∫

0

H(µ) cos(µw)dµ (2.16)

with

H(µ) = exp(−(u− v)2µ cothµ) exp(−z(µ cothµ− µ
shµ)) exp(−z µ

shµ)

×
(
z µ

shµ

)q
I−q

(
z µ

shµ

)(
µ

shµ

)b
.

We start with the case n = 0.

Let us denote ϕ(z, µ) = exp(−z µ
shµ)

(
z µ

shµ

)q
I−q

(
z µ

shµ

)(
µ

shµ

)b
. In accordance with

(2.10) the inequalities

|ϕ(z, µ)| ≤ c
(

µ
shµ

)b





1, 0 < z µ
shµ ≤ 1,

(
z µ

shµ

)q−1/2
, z µ

shµ > 1,

or (q = 1 − b)

219



|ϕ(z, µ)| ≤ c





(
µ

shµ

)b
, 0 < z µ

shµ ≤ 1,

zq−1/2
(

µ
shµ

)1/2
, z µ

shµ > 1,
(2.17)

are valid.
Next we distinguish the cases a) z > 1 and b) z ≤ 1.
In the case a) we have from (2.6), (2.17)

|G| ≤ cu−2q

t2 exp(−(u− v)2){
∫

{µ:z µ
shµ

≤1}
exp(−z(µ cothµ− µ

shµ))( µ
shµ)bdµ

+
∫

{µ:z µ
shµ

>1}
exp(−z(µ cothµ− µ

shµ)) zq−1/2( µ
shµ)1/2dµ} = cu−2q

t2
exp(−(u− v)2){i1 + i2}.

The main point is the estimate of the second integral. We change the variable σ =

z1/2(µ cothµ − µ
shµ)1/2 in this integral and obtain dσ

dµ =
z1/2(µ coth µ− µ

shµ
)′

2(µ coth µ− µ
shµ

)1/2 and denote

h(µ) =
(µ coth µ− µ

shµ
)1/2

(µ coth µ− µ
shµ

)′
( µ

shµ)1/2. As a consequence of (2.3)-(2.5) we obtain the uniform

estimate

|h(µ)) ≤M, µ ∈ [0,+∞).

Hence

|i2| ≤ 2Mzq−1
∞∫
0

exp(−σ2)dσ ≤ czq−1.

The inequality xb exp(−x) ≤ Cb ( x ∈ (0,+∞), b > 0) gives the estimate (q = 1 − b)

|i1| ≤ c

∫

{µ:z µ
shµ

≤1}

exp(−zµ cothµ)

(
µ

shµ

)b

dµ ≤ czq−1

∞∫

0

dµ

chbµ
≤ czq−1.

Since in case b) we have z µ
shµ ≤ 1 for all µ ∈ [0,+∞) (see (2.6)), we obtain due to (2.17)

that

|G| ≤ c
u−2q

t2
exp(−(u− v)2)

∞∫

0

(
µ

shµ

)b

dµ ≤ c
u−2q

t2
exp(−(u− v)2).

Thus the estimate (2.15) with n = 0 is established.
Further we will integrate by parts in (2.16) in order to obtain the estimates of de-

creasing of G with respect to y.
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It’s obvious that H(µ) is the even function of µ, so H(n)(0) = 0 for all odd integer n.
Since cos(n)(µ) = cos(µ+ πn

2 ) we deduce

G = 1
2qπ

u−2q

t2wn

∞∫
0

H(n)(µ) cos(µw + πn
2 ) dµ. (2.18)

Remark 2.1. In the manydimensional case (n > 2 in (2.1)) we use the formula

(
d

z dz
)m(z−νJν(z)) = (−1)mz−ν−mJν+m(z),

(see [10, 8.472.4]) in the integration by parts. Therefore the estimate like (2.15) for
the manydimensional case can be obtained by methods, described below for the two-
dimensional case, with involving the estimates of the form

Jν(z) ≤
{

czν , z ≤ 1;

cz−1/2, z > 1

}
, ν ≥ 0.

We see that

|H(n)(µ)| ≤ cn
∑

i+j+k+l=n

|Di
µ exp(−(u− v)2µ cothµ)||Dj

µ( µ
shµ)b|

×|Dk
µΦ
(
z µ

shµ

)
||Dl

µ exp(−z(µ cothµ− µ
shµ))|.

(2.19)

Let us explain the contribution of the each term in (2.19) into the estimate (2.15). By
means of the first one we obtain exp(−(u−v)2), the second term ensures the convergence
of the integral (2.18), with the help of the third and fourth terms we obtain factors{

1

zq−1/2

}
and

{
1

z
n−1

2

}
respectively.

Our starting point is the formula for the derivative of a composite function (see [11,
p.33]):

dl

dµlF (r(µ)) =
∑
c[i]

dmF (r)
drm (r′)i1 (r′′)i2 ...

(
r(l)
)il , (2.20)

here c[i] are some suitable chosen constants and nonnegative integers i1, ..il,m satisfy the
conditions:

i1 + 2i2 + ...+ lil = l, i1 + i2 + ...+ il = m. (2.21)

.
By using (2.20), (2.21), (2.5), (2.6), we have
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|Di
µ exp(−(u− v)2µ cothµ)|

≤ cmax
m≤i

(u− v)2m exp(−(u− v)2µ cothµ)) ≤ c(i) exp(−γ(u− v)2),

(2.22)
with γ depended on i.

Due to (2.20), (2.21), (2.4) we obtain

∣∣∣∣D
j
µ

(
µ

shµ

)b
∣∣∣∣ ≤ c(j)

(
µ

shµ

)b
. (2.23)

Applying (2.20), (2.21), (2.10), we deduce similarly to (2.17) that

∣∣∣Dk
µΦ
(
z µ

shµ

)∣∣∣
(

µ
shµ

)b
≤ c(k)





(
µ

shµ

)b
, 0 < z µ

shµ ≤ 1,

zq− 1
2

(
µ

shµ

)1/2
, z µ

shµ > 1.
(2.24)

Denote by f(µ) = µ cothµ− µ
shµ . Differentiating exp(−zf(µ)), we obtain

|Dl
µ exp(−zf(µ))| ≤ c exp(−zf(µ))

∑
zm(f ′)i1(f ′′)i2 ...(f (l))il , (2.25)

with

i1 + 2i2 + ...+ lil = l, i1 + i2 + ...+ il = m.

It should be noted that

2m− i1 = ı1 + 2i2 + ...+ 2il ≤ l ≤ n. (2.26)

Thus we have by (2.4) and (2.5)

|Dl
µ exp(−zf(µ))| ≤ c exp(−zf(µ)) max

{(m,i1):m≥0,i1≥0,2m−i1≤n}
zm(f ′)i1 ,

with c independent of z and µ.
Now we have to distinguish the cases a) z ≤ 1 and b) z > 1 again. Since the proof is

quite similar to one given above for n = 0, we restrict ourselves by the estimate of the
integral

I =
∫

{µ: z µ
shµ

>1}
|H(n)(µ)|dµ.

Combining (2.22)-(2.26) and (2.4),(2.5), we can verify that the estimate of this integral
is reduced to the estimate of the finite number terms
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Im,i1

= exp(−γ(u− v)2) zq− 1
2

∞∫
0

zm

[(
µ cothµ− µ

shµ

)′]i1

exp(−z(µ cothµ− µ
shµ)

(
µ

shµ

) 1
2
dµ,

with 2m − i1 ≤ n. The change of the variable σ = (zf(µ))1/2 = z1/2(µ cothµ − µ
shµ)1/2

leads to the inequality

Im,i1 = exp(−γ(u− v)2) zq− 1
2

∞∫
0

zm− i1
2

[
z

1
2

(
µ cothµ− µ

shµ

) 1
2

]i1

×

[(
µ cothµ− µ

shµ

)′]i1

(
µ coth µ− µ

shµ

)i1/2 exp(−z(µ cothµ− µ
shµ))

(
µ

shµ

)1/2
dµ

≤ c exp(−γ(u− v)2) zq− 1
2
+

2m−i1−1
2

∞∫
0

σi1 exp(−σ2) dσ

≤ c exp(−γ(u− v)2) zq− 1
2
+ n−1

2 ,

(2.27)

here we made use of the assumptions z > 1 and 2m− i1 ≤ n.
We return to the inequalities (2.18), (2.19) and deduce the estimate (2.15) with

arbitrary n 6= 0. �

It should be observed here an analogy between the estimates of the integral Im,i1 and
the integral

∞∫
0

zmµi1 exp(−zµ2)dµ, (2.28)

where µi1 and the expression exp(−zµ2) simulate the behaviour of

[(
µ cothµ− µ

shµ

)′]i1

and exp(−zµ cthµ− µ
shµ)) near µ = 0 respectively (see(2.3)). The change of the variable

σ = z1/2µ in (2.28) leads to the integral

∞∫

0

zmµi1 exp(−zµ2)dµ = z
2m−i1−1

2

∞∫

0

σi1 exp(−σ2)dσ.

If we suppose in addition that z > 1 and 2m− i1 ≤ n (as in (2.27)), then

∞∫

0

zmµi1 exp(−zµ2)dµ ≤ z
n−1

2 .
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Next we deduce from (2.15) the estimates which are more convenient to get the
integral estimates of G(x, ξ, y, t).

Lemma 2.2. The Green function satisfies the estimate

|G(x, ξ, y, t)| ≤ Cg(u, v, t, γ) Yk(w, z) (2.29)

with

Yk(w, z) =





1
1+wk

z(k−1)/2

zk/2+wk





where k is an arbitrary integer, γ depends on k.
Proof. We consider the function

ϕ(w) =

{
1, |w| < 1,

|w|−n, |w| ≥ 1.

It is obvious that
ϕ(w) ≤ 2

1+|w|n .

Similarly for the function

ψ(w) =





1
z1/2 , 0 ≤ w2 ≤ z,

z(k−1)/2

|w|k , w2 ≥ z,

with the fixed nonzero parameter z we have

ψ(w) ≤ 2 z(k−1)/2

zk/2 + |w|k .

Further we consider the estimate (2.15) first for n = 0 and |w| ≤ 1, then for n = k and
|w| ≥ 1 in both cases with z ≤ 1. Similarly we take n = 0 and w2 ≤ z and then n = k,
w2 ≥ z when z > 1. Applying the above estimate of ϕ, ψ we obtain (2.29). �

Note that

∞∫
−∞

z(k−1)/2

zk/2+wk dw =
∞∫
0

dσ
1+σk <∞, z 6= 0, k > 1. (2.30)

2.4. Estimates of the Green’s function derivatives. In the sequel we will use
estimates like (2.29) only in the cases k = 2, 3, so we will use primarily the functions
Y2(w, z), Y3(w, z).

Lemma 2.3. The next estimates

|Dk
t G| ≤ c

tk
g(u, v, t, γ)Y2(z,w) (2.31)
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are valid.
Proof. We use the following notations

z = 2
(xξ)1/2

t
, r = z

µ

shµ
, Φ(r) = exp(−r)rqI−q(r), ϕ(z, µ) = exp(−r)rqI−q(r)

µ

shµ
.

We obtain

ϕ′
t = −1

t

µ

shµ
Φ′

rr,

ϕ′′
t =

1

t2
µ

shµ
[2Φ′

rr + Φ′′
rr

2], ..,

ϕ
(n)
t =

∑
c[i,m]

dmΦ

drm

rm

tn
µ

shµ
,

with some c[i,m] (see (2.20), (2.21)).
Further we confine our attention on the first order derivative Gt. We obtain from

(2.16):

Gt = u−q

2qπ t3 {−2
∞∫
0

H(µ) cos µw dµ+
∞∫
0

(u− v)2µ cothµH(µ) cos µw dµ

+
∞∫
0

z(µ cothµ− µ
shµ)H(µ) cos µw dµ−

∞∫
0

exp(−(u− v)2µ cothµ− z(µ cothµ − µ
shµ))

×Φ′
rr
(

µ
shµ

)b
cosµw dµ−

∞∫
0

H(µ)µw sinµw dµ} = i1 + ...+ i5.

The estimates of i1, i2, i3, i4 are derived by the following to the same scheme as in

Lemma 2.2. Remind that Φ
(m)
r (r) rm is estimated from (2.10). The multiplier z(µ cothµ−

µ
shµ) in the third term doesn’t make the essential alterations, because after the change

of the variable σ = z1/2(µ cothµ− µ
shµ)1/2 it transforms to σ2.

The integral i5 should be integrated by parts one more time, since we have a linear
growth with respect to w in the integrand:

∞∫

0

H(µ)µw sinµw dµ = −µH(µ) cosµw|∞0 +

∞∫

0

(H(µ) + µH ′(µ)) cosµw dµ =

=

∞∫

0

(H(µ) + µH ′(µ)) cos µw dµ.
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We note that µH(µ) is odd function. Here the derivative H ′(µ) gives the ”additional”
multiplier z1/2, which is compensated by the presence of µ (see the estimate of the model
integral (2.28)).

Generally speaking, we see from estimates of the function H and its derivatives with
respect to µ, that we obtain the term z1/2 or zκ−i/2 in the final estimate whenever we
differentiate the function H with respect to µ or multiply the integrand by zκ((µ cothµ−

µ
shµ)′)i ( or zκµi) respectively.

The routine calculations and the repeating of above arguments prove the estimate
(2.31). �

We need also the estimates of the derivatives of G with respect to the spatial variables.
Let us formulate without the proof

Lemma 2.4. The derivatives Dk
yG, D

l
tD

k
yG satisfy the following estimates

|Dk
yG| ≤ C

tk
g(u, v, t, γ)Y2(z,w)

{
1

z−k/2

}
,

|Dl
tD

k
yG| ≤ C

tk+l g(u, v, t, γ)Y2(z,w)

{
1

z−k/2

}
.

(2.32)

It is of the special interest to obtain the estimates of Dk
xG being much closer to (2.32).

Since we have considered in details the integration by parts contribution in the ob-
tained estimates ( see Lemma 2.1), in the further exposition our attention is restricted
by the study of integrands only.

Lemma 2.5. The derivatives Dk
xG (k = 1, 2) satisfy the following inequalities

|Gx| ≤ C
t g(u, v, t, γ)Y2(z,w)

{
1 + u2

1
z1/2

((
u
v

)1/2
+ u

v

)
}
,

|Gxx| ≤ C
t2
g(u, v, t, γ)Y2(z,w)

{
1 + u2 + u4

1
z

(
u
v +

(
u
v

)3/2
)
}
.

(2.33)

Proof. We distinguish the cases z ≤ 1 and z > 1. In the first case we have using
(2.2)

H ′
x =

cq

t exp(−m2µ cothµ)
(

µ
shµ

)b

×
(
−µ cothµ rqI−q(r) + 2 rq−1I−q+1(r)

(
u µ

shµ

)2
)
,

(2.34)

since
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(rqI−q(r))
′ = rqI−q+1(r), r

′
x = ξ1/2

t x1/2
µ

shµ = 1
ξ1/2x1/2

ξ
t

µ
shµ = 2

t
1
r

(
u µ

shµ

)2
.

Similarly we obtain

H ′′
xx(µ) = cq

1
t2

exp(−m2µ cothµ)
(

µ
shµ

)b

×[−µ cothµ(−µ cothµ rqI−q(r) + 2 rq−1I−q+1(r)(u
µ

shµ)2)

−2µ cothµ
(
u µ

shµ

)2
rq−1I−q+1(r) + 4(u µ

shµ)4rq−2I−q+2(r)].

(2.35)

We can see that derivatives of G with respect to x of the k−order have the multiplier
of the form 1+u2+...+u2k

tk
, in view of the estimate rq−lI−q+l(r) ≤ C for 0 ≤ r ≤ 1.

Now we pass to the case z > 1. We suppose r > 1, since the study of the possibility
case z > 1, r ≤ 1 is a combination of the cases z ≤ 1 and z > 1, r > 1 (see the estimates
of i2 in Lemma 2.1, for example).

We have

H ′
x = cq exp(−(u− v)2µ cthµ− z(µ cthµ− µ

shµ))
(

µ
shµ

)b

×[2(u− v)µ cthµ v′xΦ(r) − z′x(µ cthµ − µ
shµ)Φ(r) + Φ′(r) r′x].

(2.36)

Since it’s necessary to pick out the multipliers like 1
t ,

1
tz1/2 we write

r′x = r
2x = z

2 x
µ

shµ = r
t z

u
v , zx = z

2x = u
tv ,

vx = 1
2tv = 1

2tv1/2u1/2

(
u
v

)1/2
= 1√

2tz1/2

(
u
v

)1/2
,

so that (by (2.10))

|H ′
x| ≤ c zq− 1

2

t z1/2 exp
(
−γ(u− v)2µ cothµ− z

(
µ cothµ− µ

sh µ

))(
µ

shµ

)1/2

×
[
(µ cothµ)1/2

(
u
v

)1/2
+ u

z1/2v
z(µ cothµ − µ

shµ) + 1
z1/2

u
v

]
.

(2.37)

The second order derivative H ′′
xx has the form
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H ′′
xx(µ) = cq exp(−(u− v)2µ cothµ− z(µ cothµ− µ

shµ))
(

µ
shµ

)b

×
{
−2(v′x)2µ cothµΦ(r) + 2(u− v)µ cothµ v′′xΦ(r)

+
[
2(u− v)µ cothµ v′x − z′x(µ cothµ − µ

shµ)
]

Φ′(r)r′x + 1
2(Φ′(r)r)′ r

2x2

− 1
2x2 Φ′(r)r −H ′

x[2(u− v)µ cothµ v′x − z′x(µ cothµ − µ
shµ)]

}
,

(2.38)

and here we will use the equations

(v′x)2 = 1
4t2v2 , v

′′
x = − 1

4t1/2x3/2 = − 1√
2t2z3/2

(
u
v

)3/2
, 1

x2 = 4
t2z2

(
u
v

)2
.

The assertion of Lemma 2.5 follows from (2.34)-(2.38). �

Now we formulate the integral estimates for derivatives of the function G(x, ξ, y, t)
which are used below.

Lemma 2.6.The estimate

∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

|Gt(x, ξ, y, t)|dy +
∑
|l|=1

∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

|DlG(x, ξ, y, t)|dy+

+
∑
|l|=2

∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

|xDlG(x, ξ, y, t)|dy ≤ c
t

(2.39)

is satisfied.
Proof. We estimate the integrals for xGxx, xGyy, for example.

The change of variables u =
(

ξ
t

)1/2
, w = y

t leads to the inequality (see also

(2.30),(2.32))

∞∫

0

dξ

+∞∫

−∞

|xGyy|dy = 2

∞∫

0

ut2du

+∞∫

−∞

|xGyy|dw ≤ c

∞∫

0

x

t2
u1−2q

{
1

zq−3/2

}
exp(−γ(u−v)2)du.

Noticing the estimates (2.11), (2.13), we have

∞∫

0

dξ

+∞∫

−∞

|xGyy|dy ≤ c(
1

t
v2 exp(−γv2) +

1

t
) ≤ c

t
.

The same estimate holds for xGxx:
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∞∫

0

dξ

+∞∫

−∞

|xGxx|dy ≤ c

∞∫

0

x

t2
u1−2q

{
1 + u2

zq−3/2
(

u
v +

(
u
v

)3/2
)
}

exp(−γ(u− v)2)du ≤ c

t
,

since the appearence in the corresponding integrand of the term like uk for z ≤ 1 and
the powers of u

v for z > 1 doesn’t make any alterations in the estimates of integrals (see
(2.11), (2.12)).�

From (2.31), (2.32) we can easily verify that as a result of the each differentiation of
G with respect to t we obtain the multiplier 1

t and that the differentiation with respect

to y gives the additional multiplier 1
t

{
1

z1/2

}
. So we can formulate the next assertion.

Lemma 2.7. The following inequalities are fulfilled:

|DtD
k
yDxG| ≤ C

tk+2 g(u, v, t, γ)Y2(z,w)

{
1 + u2

z−(k+1)/2
((

u
v

)1/2
+ u

v

)
}
,

|DtD
k
yD

2
xGxx| ≤ C

tk+3 g(u, v, t, γ)Y2(z,w)

{
1 + u2 + u4

z−k/2−1
(

u
v +

(
u
v

)3/2
)
}
.

(2.40)

We can also derive the following estimates of the function G(x, ξ, y, t) with cubic decreas-
ing with respect to y.

Lemma 2.8. The third order derivatives of G with respect to spatial variables satisfy the
inequalities:

|Gyyy | ≤
C

t3
g(u, v, t, γ)Y3(w, z)





1

z−
3
2



 ,

|Gxyy| ≤
C

t3
g(u, v, t, γ)Y3(w, z)





1 + u2

z−
3
2

((
u
v

)1/2
+ u

v

)




,

|Gxxy| ≤
C

t3
g(u, v, t, γ)Y3(w, z)





1 + u2 + u4

z−
3
2

(
u
v +

(
u
v

) 3
2

)




,

|Gxxx| ≤
C

t3
g(u, v, t, γ)Y3(w, z)





1 + u2 + u4 + u6

z−
3
2

(
u
v +

(
u
v

) 3
2 +

(
u
v

)2
+
(

u
v

) 5
2 +

(
u
v

)3)




. (2.41)
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3. A priori estimates of a solution to the model problem.

We consider the function

u(x, y, t) =

=
∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

G(x, ξ, y − η, t)u0(ξ, η)dη +
t∫

−∞
dτ

∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

G(x, ξ, y − η, t− τ)f(ξ, η, τ)dη =

= u(1)(x, y, t) + u(2)(x, y, t), (3.1)

with u0 ∈ C2+α
s (D), f ∈ Cα

s (DT ) and prove that u ∈ C2+α
s (DT ) is in fact the unique

solution of the model problem (0.8) and moreover the estimate

〈〈u〉〉(2+α)
DT

≤ c
(
〈〈f〉〉(α)

DT
+ 〈u0〉(2+α)

D

)
(3.2)

holds.

Remark 3.1. We note that in Cα
s,0(DT ), C2+α

s,0 (DT ) the standard norms and the semi-
norms 〈〈·〉〉 are equivalent.

Let us introduce the following notation

(K ∗ ψ) (x, y, t) =

∞∫

0

dξ

+∞∫

−∞

K(x, ξ, y − η, t)(ψ(ξ, η) − ψ(x, y))dη

with a certain kernel K(x, ξ, y, t)) and ψ ∈ Cα
s (D).

Lemma 3.1. The estimate

|(G ∗ ψ) (x, y, t)| ≤ C〈φ〉(α)
D tα/2 (3.3)

with C independent of x, y, t is valid.
Proof. For arbitrary t > 0 we use the inequalities

|x−ξ|+|y−η|√
x+

√
ξ+
√

|y−η|
≤
∣∣√x−√

ξ
∣∣+ |y−η|√

x+
√

ξ
≤ c

√
t
(
|u− v| + |y−η|

t
√

z

)
, if z > 1,

|x−ξ|+|y−η|√
x+

√
ξ+
√

|y−η|
≤
∣∣√x−√

ξ
∣∣+
√

|y − η| ≤ c
√
t

(
|u− v| +

√
|y−η|

t

)
, if z ≤ 1,

(3.4)
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where u =
√

ξ
t , v =

√
x
t , z = 2uv. We have

|(G ∗ ψ) (x, y, t)| ≤ c〈ψ〉(α)
D tα/2

×
[

∫

{ξ:z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

|G(x, ξ, y − η, t)|
(
|u− v|α +

(
|y−η|

t

)α/2
)
dη

+
∫

{ξ:z>1}
dξ

+∞∫
−∞

|G(x, ξ, y − η, t)|
(
|u− v|α +

(
|y−η|
t
√

z

)α)
dη

]
.

We change the variable of integration u =
(

ξ
τ

)1/2
in both integrals, w = y−η

t in the first

term and σ = y−η
t
√

z
in the second one, hence, by (2.29),

|(G ∗ ψ) (x, y, t)| ≤ c〈ψ〉(α)
D tα/2

×
[

1/2v∫
0

du
+∞∫
−∞

u1−2q exp(−γ(u− v)2) |u−v|α+wα/2

1+w2 dw

+
∞∫

1/2v

du
+∞∫
−∞

u1−2qzq−1/2 exp(−γ(u− v)2) |u−v|α+|σ|αdσ
1+σ2 dσ

]
.

In view of the inequality |u− v|α exp(−γ(u− v)2) ≤ c exp(−γα|u− v|2), with γα < γ and
the estimate (2.13) we conclude that the estimate (3.3) is true. �

Remark 3.2 In a way similar to that used we obtain that

max
(x,y)∈D

(
| (Gt ∗ ψ) | + ∑

|l|=1

|
(
DlG ∗ ψ

)
| + ∑

|l|=2

|(xDlG ∗ ψ)|
)

≤ C〈φ〉(α)
D t

α
2
−1. (3.5)

Remark 3.3. The standard procedure allows to obtain from (3.3) and the identity

∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

G(x, ξ, η, t)dη = 1 (3.6)

that the function u(x, y, t) from (3.1) is in fact the solution of the model problem (0.8).
In order to avoid repetitions in proving of the estimate (3.2) we consider xuyy, i.e.

xu
(1)
yy and xu

(2)
yy , for example .
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First we derive the estimates of xu
(1)
yy . It is easy to see that

xu(1)
yy (x, y, t) =

∞∫

0

dξ

+∞∫

−∞

xGy(x, ξ, y − η, t)u0η(ξ, η)dη.

Afterwards we will integrate by parts on η one more time in the integral over {z > 1}.

Lemma 3.2. The function xu
(1)
yy (x, y, t) satisfies the estimate

〈〈xu(1)
yy 〉〉(α)

DT
≤ c〈u0〉(2+α)

D . (3.7)

Proof. We estimate the Hölder constants with respect to time and spatial variables
separately.

First we prove that

〈〈xu(1)
yy 〉〉(α/2)

t,DT
≤ c〈u0〉(2+α)

D . (3.8)

By using the identity (3.6), we see that

xu
(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t)

=
t∫
t
dτ

∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

xGητ (x, ξ, y − η, τ)(u0y(x, y) − u0η(ξ, η))dη

=
t∫
t

dτ
∫

{ξ:z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

xGητ (x, ξ, y − η, τ)(u0y(x, y) − u0η(ξ, η))dη

−
t∫
t
dτ

∫

{ξ:z>1}
dξ

+∞∫
−∞

Gτ (x, ξ, y − η, τ)(−xu0ηη(ξ, η)

+ξu0ηη(ξ, η) − ξu0ηη(ξ, η) + xu0yy(x, y) − xu0yy(x, y))dη

or

xu
(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t)

=
t∫
t

dτ
∫

{ξ:z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

xGητ (x, ξ, y − η, τ)(u0y(x, y) − u0η(ξ, η))dη

−
t∫
t

dτ
∫

{ξ:z>1}
dξ

+∞∫
−∞

Gτ (x, ξ, y − η, τ)(xu0yy(x, y) − ξu0ηη(ξ, η))dη

−
t∫
t
dτ

∫

{ξ:z>1}
dξ

+∞∫
−∞

Gτ (x, ξ, y − η, τ) ξ−x
ξ ξu0ηη(ξ, η)dη

+
t∫
t

dτ
∫

{ξ:z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

Gτ (x, ξ, y − η, τ)xu0yy(x, y)dη = i1 + i2 + i3 + i4.

(3.9)
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In order to estimate i1 we apply (3.4), then the estimates (2.32), (2.11) and obtain

|i1| ≤ c〈u0〉(2+α)
D

t∫
t

dτ
1/2v∫
0

x
τ2u

1−2q exp(−γ(u− v)2)τα/2du

≤ c〈u0〉(2+α)
D

t∫
t

τ
α
2
−1v2 exp(−γv2)dτ ≤ c〈u0〉(2+α)

t∫
t

τ
α
2
−1dτ ≤ c〈u0〉(2+α)

D |t− t|α/2.

By using (3.5), we deduce that

|i2| ≤ c〈u0〉(2+α)
D

t∫
t

τ
α
2
−1dτ ≤ c〈u0〉(2+α)

D |t− t|α/2.

We remember that u0 ∈ C2+α
s (D), so that xu0yy(x, y)|x=0 = 0 (see Proposition 1.1) and

|xu0yy(x, y)| = |xu0yy(x, y) − xu0yy(x, y)|x=0| ≤ 〈u0〉(2+α)
D xα/2. (3.10)

Noticing the estimates (2.32), (3.10), we have
(
ξα/2 = uατα/2

)

|i3| ≤ c〈u0〉(2+α)
D

t∫
t

dτ
∞∫

1/2v

1
τ u

1−2qzq−1/2 exp(−γ(u− v)2) |v
2−u2|
u2 uατα/2du

≤ c〈u0〉(2+α)
D

t∫
t

τ
α
2
−1dτ

∞∫

1/2v

u1−2qzq−1/2 exp(−γα(u− v)2) |v+u|
u2 uαdu.

(3.11)

We denote the inner integral by j and estimate it by using (2.11)

j ≤
{

(v + 1) exp(−γα/(16v
2)), v ≤ 1,

vα−1, v > 1,

}
≤ c.

Finally

|i3| ≤ c〈u0〉(2+α)
D

t∫
t

τ
α
2
−1dτ ≤ c〈u0〉(2+α)

D |t− t|α/2.

We make use of the identity (3.6), then (2.32), (3.10) and (2.12) in order to derive that(
xα/2 = vατα/2

)

|i4| ≤ c〈u0〉(2+α)
D

t∫
t
dτ

1/2v∫
0

τα/2−1u1−2q exp(−γ(u− v)2)vαdu

≤ c〈u0〉(2+α)
D

t∫
t
τ

α
2
−1vα exp(−γv2)dτ ≤ c〈u0〉(2+α)

D |t− t|α/2.

(3.12)

Summing the estimates of i1, i2, i3, i4 , we infer that the estimate (3.8) holds.
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In order to estimate the difference xu
(1)
yy (x, y, t)−xu(1)

yy (x, y, t) we prove the following
estimates

|xu(1)
yy (x, y, t)| ≤ c〈u0〉(2+α)

D xα/2, (3.13)

|xu(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t)| ≤ c〈u0〉(2+α)

D

∣∣√x−
√
x
∣∣α , (3.14)

|xu(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t)| ≤ c〈u0〉(2+α)

D

∣∣∣ y−y√
x

∣∣∣
α
, (3.15)

with c independent of x, x, y, y, t.
In view of (3.14), (3.15) we will have

|xu(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t)| ≤ c〈u0〉(2+α)

D

( |x− x| + |y − y|√
x+

√
x

)α

. (3.16)

The application of Proposition 2.2.A with estimates (3.13), (3.16) shows that

〈xu(1)
yy 〉(α)

x,y,DT
≤ c〈u0〉(2+α)

D . (3.17)

First we estimate |xu(1)
yy (x, y, t)|. Similarly to (3.9) we have

xu
(1)
yy (x, y, t) =

=
∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

xGη(x, ξ, y − η, t)(u0y(x, y) − u0η(ξ, η))dη

=
∫

{z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

xGη(x, ξ, y − η, t)(u0y(x, y) − u0η(ξ, η))dη

+
∫

{z>1}
dξ

+∞∫
−∞

xG(x, ξ, y − η, τ)u0ηη(ξ, η)dη = j1 + j2.

Reasoning in a similar way as in Lemma 3.1 we use the estimates (2.32), (2.12), the
equation tα/2 = xα/2v−α so that

|j1| ≤ c〈u0〉(2+α)
D xα/2

1/2v∫
0

x
t v

−αu1−2q exp(−γ(u− v)2)du

≤ c〈u0〉(2+α)
D xα/2v2−α exp(−γv2) ≤ c〈u0〉(2+α)

D xα/2.

With the help of (3.10) we get

|xu0ηη(ξ, η)| ≤ 〈u0〉(2+α)
D xξα/2−1 = 〈u0〉(2+α)

D

(
u
v

)2−α
xα/2
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therefore

|j2| ≤ c〈u0〉(2+α)
D xα/2

∞∫

1/2v

(v
u

)2−α
u1−2qzq−1/2 exp(−γ(u− v)2)du ≤ c〈u0〉(2+α)

D xα/2.

This completes the proof of (3.13).
The next step is to obtain the estimate (3.14). We distinguish the cases a)

√
t ≥

|√x−
√
x| and b)

√
t ≤ |√x−

√
x|.

In the case a) the final point of calculations would be the following inequality (v =
(θ

t )
1/2):

x∫
x

tα/2−1v−1dθ =
x∫
x

t(α−1)/2θ−1/2dθ = 2|√x−
√
x| t(α−1)/2 ≤ 2|√x−

√
x|α. (3.18)

We have

xu
(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t) =

=
x∫
x

dθ
∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

(θGη)θ(θ, ξ, y − η, τ)(u0y(θ, y) − u0η(ξ, η))dη

=
x∫
x

dθ
∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

Gη(θ, ξ, y − η, τ)(u0y(θ, y) − u0η(ξ, η))dη

+
x∫
x

dθ
∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

θGηθ(θ, ξ, y − η, τ)(u0y(θ, y) − u0η(ξ, η))dη = I1 + I2.

Instead of the estimate (3.5) for (Gy ∗ ψ) we use now the more precise estimate of the
form

|(Gy ∗ ψ) (x, y, t)| ≤ c〈ψ〉(α)
D tα/2−1

(
exp(−γv2) + v−1

)
,

which follows from (2.32) and (2.11), (2.12).
Thus we have

|I1| ≤ c〈u0〉(2+α)
D

∣∣∣∣
x∫
x

tα/2−1 exp(−γ1v
2)dθ +

x∫
x

tα/2−1

v dθ

∣∣∣∣

= c〈u0〉(2+α)
D

∣∣∣∣
x∫
x

tα/2−1

v v exp(−γ1v
2)dθ +

x∫
x

tα/2−1

v dθ

∣∣∣∣ ≤ c〈u0〉(2+α)
D |√x−

√
x|α,

here we applied (3.18) and the inequality v exp(−γ1v
2) ≤ c. Further we use for I2 the

same representation as in (3.9):
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I2 =
x∫
x

dθ
∫

{z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

θGηθ(θ, ξ, y − η, t)(u0y(θ, y) − u0η(ξ, η))dη

−
x∫
x

dθ
∫

{z>1}
dξ

+∞∫
−∞

Gθ(θ, ξ, y − η, t)(θu0yy(θ, y) − ξu0ηη(ξ, η))dη

−
x∫
x

dθ
∫

{z>1}
dξ

+∞∫
−∞

Gθ(θ, ξ, y − η, t) ξ−θ
ξ ξu0ηη(ξ, η)dη

+
x∫
x

dθ
∫

{z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

Gθ(θ, ξ, y − η, t)θu0yy(θ, y)dη

= I
(1)
2 + I

(2)
2 + I

(3)
2 + I

(4)
2

(3.19)

and we apply the same tricks.
In comparison with G in the estimate of θGηθ the additional factor θ

t2
= v2

t appears
when z ≤ 1. Then we argue similarly to the proof of Lemma 3.1 and obtain

|I(1)
2 | ≤ c〈u0〉(2+α)

D

x∫

x

tα/2−1v2 exp(−γ1v
2)dθ.

Now we use (3.18) again so that

|I(1)
2 | ≤ c〈u0〉(2+α)

D

x∫

x

tα/2−1

v
v3 exp(−γ1v

2)dθ ≤ c〈u0〉(2+α)
D |√x−

√
x|α.

Almost like as for I1 we obtain

|I(2)
2 | ≤ c〈u0〉(2+α)

D

x∫
x

tα/2−1

v dθ ≤ c〈u0〉(2+α)
D |√x−

√
x|α.

Further for I
(3)
2 we have (compare with (3.11)) from (2.33), (2.11)

|I(3)
2 | ≤ c〈u0〉(2+α)

D

x∫
x

t
α
2
−1dθ

+∞∫

1/2v

((
u
v

)1/2
+ u

v

)
u1−2qzq−1 exp(−γα(u− v)2) |v+u|

u2 uαdu

≤ c〈u0〉(2+α)
D

x∫
x

tα/2−1

{
v−1/2 exp(−γα/(16v

2)), v ≤ 1,
vα−2, v > 1,

}
dθ

≤ c〈u0〉(2+α)
D

x∫
x

tα/2−1

v dθ ≤ c〈u0〉(2+α)
D |√x−

√
x|α.

In comparison with the estimates of Gt for Gx, when z ≤ 1, we have the additional
multiplier

(
1 + u2

)
, which doesn’t give a contribution in the estimate of corresponding

integral (see (2.12)). So we have

236



|I(4)
2 | ≤ c〈u0〉(2+α)

D

x∫
x

tα/2−1vα exp(−γv2)dθ

≤ c〈u0〉(2+α)
D

x∫
x

tα/2−1

v dθ ≤ c〈u0〉(2+α)
D |√x−

√
x|α

(compare with the integrand in (3.12)).

The summing up of the estimates I1, I
(1)
2 , I

(2
2 , I

(3)
2 , I

(4)
2 shows that (3.14) holds in

the case a).
In the case b) the estimate (3.14) is the corollary of (3.8). Indeed we have

|xu(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t)| ≤ |xu(1)

yy (x, y, t) − xu
(1)
yy (x, y, 0)|

+|xu(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, 0)| + |xu(1)

yy (x, y, 0) − xu
(1)
yy (x, y, 0)|

≤ c〈u0〉(2+α)
D (tα/2 + |√x−

√
x|α) ≤ c〈u0〉(2+α)

D |√x−
√
x|α.

Hence the estimate (3.14) is established.

In order to obtain (3.15) we distinguish the cases a)
√
t ≥ |y−y|√

x
, b)

√
t ≤ |y−y|√

x
.

At once we note that in the case b) we use (3.8) again, i.e.

|xu(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t)| ≤ |xu(1)

yy (x, y, t) − xu
(1)
yy (x, y, 0)|

+|xu(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, 0)| + |xu(1)

yy (x, y, 0) − xu
(1)
yy (x, y, 0)|

≤ c〈u0〉(2+α)
D (t

α
2 +

(
|y−y|√

x

)α
) ≤ c〈u0〉(2+α)

D

(
|y−y|√

x

)α
.

In the case a)we have

xu
(1)
yy (x, y, t) − xu

(1)
yy (x, y, t) =

=
y∫
y

dθ
+∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

xGηη(x, ξ, θ − η, t)(u0η(ξ, η) − u0θ(x, θ))dη

=
y∫
y

dθ
∫

{z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

xGηη(x, ξ, θ − η, t)(u0η(ξ, η) − u0θ(x, θ))dη

+
y∫
y

dθ
∫

{z>1}
dξ

+∞∫
−∞

Gη(x, ξ, θ − η, t)(xu0yy(x, y) − ξu0ηη(ξ, η))dη

+
y∫
y

dθ
∫

{z>1}
dξ

+∞∫
−∞

Gη(x, ξ, θ − η, t) ξ−x
ξ ξu0ηη(ξ, η)dη

+
y∫
y

dθ
∫

{z≤1}
dξ

+∞∫
−∞

Gη(x, ξ, θ − η, t)xu0yy(x, y)dη.
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Now following the same arguments, that were used to estimate I2 in (3.19) we come
in all integrals to the inequality (v = (x

t )
1/2)

∣∣∣∣∣∣∣

y∫

y

tα/2−1v−1dθ

∣∣∣∣∣∣∣
= t(α−1)/2 |y − y|√

x
≤
∣∣∣∣
y − y√
x

∣∣∣∣
α

instead of (3.18). This shows that the estimate (3.15) is true.
The above reasonings lead to (3.17) and the proof of Lemma 3.2 is finished. �

Next we pass to the estimates of xu
(2)
yy (x, y, t). We have in view of (3.6)

xu
(2)
yy (x, y, t) =

t∫
−∞

dτ
∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

xGyy(x, ξ, y − η, t− τ)[f(ξ, η, τ) − f(x, y, τ)]dη.

First we derive the estimate of Hölder constant with respect to t.

Lemma 3.3. The following estimate

〈
xu(2)

yy

〉(α/2)

t,DT

≤ c 〈〈f〉〉(α)
DT

(3.20)

is satisfied.
Proof. We suppose without loss of generality that t ≥ t and obtain

xu
(2)
yy (x, y, t) − xu

(2)
yy (x, y, t) =

=
t∫

2t−t

dτ
∞∫
0

dξ
∞∫

−∞
xGyy(x, ξ, y − η, t− τ)[f(ξ, η, τ) − f(x, y, τ)]dη

−
t∫

2t−t

dτ
∞∫
0

dξ
∞∫

−∞
xGyy(x, ξ, y − η, t− τ)[f(ξ, η, τ) − f(x, y, τ)]dη

+
2t−t∫
−∞

dτ
∞∫
0

dξ
∞∫

−∞
(xGyy(x, ξ, y − η, t− τ) − xGyy(x, ξ, y − η, t− τ))

×[f(ξ, η, τ) − f(x, y, τ)]dη = i1 + i2 + i3.

The integrals i1, i2 are estimated in a similar way. By using (3.5), we have

|i1| + |i2| ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT




t∫

2t−t

|t− τ |α/2−1dτ +

t∫

2t−t

|t− τ |α/2−1dτ


 ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
|t− t|α/2.
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Since the estimates of xGyy and xGyyt differ one from another only by the multiplier t−1,
we obtain

|i3| =
t∫

t

dθ
2t−t∫
−∞

dτ
∞∫
0

dξ
∞∫

−∞
xGyyθ(x, ξ, y − η, θ − τ)[f(ξ, η, τ) − f(x, y, τ)]dη ≤

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

t∫

t

dθ
2t−t∫
−∞

|θ − τ |α/2−2dτ ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

|t− t|α/2.

Hence the assertion of Lemma 3.3 holds. �

Further we derive the estimates

|xu(2)
yy (x, y, t)| ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
xα/2 , (3.21)

|xu(2)
yy (x, y, t) − xu

(2)
yy (x, y, t)| ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT

(
|x−x|+|y−y|√

x+
√

x

)α
(3.22)

(compare with (3.13), (3.16)).

Lemma 3.4. The estimate (3.21) is valid.
Proof. We have

xu
(2)
yy (x, y, t) =

∞∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
+∞∫
−∞

xGyy(x, ξ, y − η, τ) [f(ξ, η, t− τ) − f(x, y, t− τ)] dη.

Arguing similarly to Lemma 3.1, we obtain

|xu(2)
yy (x, y, t)| ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
xα/2

∞∫

0

dτ

∞∫

0

x

τ2
v−αu1−2q exp(−γ(u− v)2)

{
1

zq−3/2

}
du.

We change the variable of integration v =
(

x
τ

)1/2 ( x
τ2dτ = −2vdv

)
and apply the esti-

mates (2.11), (2.12) then

|xu(2)
yy (x, y, t)| ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
xα/2(

∞∫
0

v1−α exp(−γv2)dv

+
1∫
0

v1−αdv
∞∫

1/2v

u1−2qzq−3/2 exp(−γ(u− v)2)du

+
∞∫
1

v1−αdv
∞∫

1/2v

u1−2qzq−3/2 exp(−γ(u− v)2)du)

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
xα/2

(
1 +

1∫
0

v1−α exp(−γ/(16v2))dv +
∞∫
1

v−1−αdv

)
≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
xα/2.�
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Lemma 3.5 The estimate (3.22) is true.
Proof. We suppose for the sake of convenience that x ≤ x and distinguish the cases a)√
x ≤ |√x−

√
x| and b)

√
x ≥ |√x−

√
x|.

We denote by

ρ = |x− x| + |y − y|, h =
ρ√

x+
√
x
.

In the case a) we have
√
x =

√
x −

√
x +

√
x ≤ 2(

√
x −

√
x). Now it follows from

(3.21) that

|xu(2)
yy (x, y, t) − xu

(2)
yy (x, y, t)| ≤

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

(xα/2 + xα/2) ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

|x1/2 − x1/2|α ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα.

We note that if x ≤ x,
√
x ≥ |√x−

√
x| (case b)) then

h ≤ ρ√
x
≤ 2h, h ≤ ρ√

x
≤ 3h.

We apply below these inequalities without additional mentions.
We use the following representation in the case b) :

xu
(2)
yy (x, y, t) − xu

(2)
yy (x, y, t) =

=
∞∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|≤2ρ

xGyy(x, ξ, y − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dη

−
∞∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|≤2ρ

xGyy(x, ξ, y − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dη

+
∞∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|>2ρ

(xGyy(x, ξ, y − η, τ) − xGyy(x, ξ, y − η, τ))

×[f(ξ, η, t− τ) − f(x, y, t− τ)]dη

+
∞∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|>2ρ

xGyy(x, ξ, y − η, τ)[f(x, y, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dη

= i1 + i2 + i3 + i4.

Since
∞∫

0

dξ

+∞∫

−∞

xGyy(x, ξ, y − η, τ)dη = 0
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we have

i4 =
∞∫
0

[f(x, y, t− τ) − f(x, y, t− τ)]dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|≤2ρ

xGηη(x, ξ, y − η, τ)dη

=
∞∫
0

[f(x, y, t− τ) − f(x, y, t− τ)]dτ(
∫

{ξ: z≤1}
dξ

∫

|y−η|≤2ρ

xGηη(x, ξ, y − η, τ)dη

+
∫

{ξ: z>1}
dξ

∫

|y−η|≤2ρ

xGηη(x, ξ, y − η, τ)dη) = i4.1 + i4.2.

By successive application of the estimates (2.32), (2.11) we have
(

x
τ2dτ = −2vdv

)

i4.1 ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα

∞∫
0

vdv
1/2v∫
0

u1−2q exp(−γ(u− v)2)du

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα

∞∫
0

v exp(−γv2)dv ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα.

The integral i4.2 can be represented as the sum of integrals

i4.2 =
h2∫
0

[f(x, y, t− τ) − f(x, y, t− τ)]dτ
∫

{z>1}
dξ

∫

|η|≤2ρ

xGηη(x, ξ, η, τ)dη

+
∞∫

h2

[f(x, y, t− τ) − f(x, y, t− τ)]dτ
∫

{z>1}
dξ

∫

|η|≤2ρ

xGηη(x, ξ, η, τ)dη = i
(1)
4.2 + i

(2)
4.2.

Since xGηη(x, ξ, η, τ) is the even function of the variable η, we have

i
(1)
4.2 = 2

h2∫

0

[f(x, y, t− τ) − f(x, y, t− τ)]dτ

∫

{z>1}

xGη(x, ξ, 2ρ, τ)dξ.

In view of the estimate
z1/2

z +
(

2ρ
τ

)2 ≤ z1/2

4z1/2 ρ
τ

=
τ

4ρ

we get

|i(1)4.2| ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα

h2∫
0

dτ
∞∫

1/2v

x
τρu

1−2qzq−1 exp(−γ(u− v)2)du

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

hα x1/2

ρ

h2∫
0

dτ
τ1/2 ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
hα.

Next the estimate like to the following
∫

|η|≤ρ

z1/2

z+( η
τ )

2dη ≤ 2ρmax
η

z1/2

z+( η
τ )

2 ≤ 2ρ
z1/2 (3.24)
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is useful for evaluation of the term i
(2)
4.2 :

|i(2)4.2| ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα

∞∫

h2

dτ(
∫

{ξ:z>1}
dξ

∫

|η|≤2ρ

|xGηη(x, ξ, η, τ)|dη

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα

∞∫

h2

dτ
∞∫

1/2v

xρ
τ2 z3/2

u1−2qzq−1/2

τ exp(−γ(u− v)2)du

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα ρ

x1/2

∞∫

h2

1
τ3/2 dτ ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
hα.

Thus we have

|i4| ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα. (3.25)

The integrals i1, i2 are estimated in a similar manner. We consider i1 only. We have
the representation

i1 =
h2∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|≤2ρ

xGyy(x, ξ, y − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dη

+
∞∫

h2

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|≤2ρ

xGyy(x, ξ, y − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dη = i
(1)
1 + i

(2)
1 .

Keeping in mind (3.5), we obtain

∣∣∣i(1)1

∣∣∣ ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

h2∫
0

τα/2−1dτ ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα. (3.26)

Next we write

f(ξ, η, t− τ) − f(x, y, t− τ) = (f(ξ, η, t− τ) − f(x, η, t− τ))

+(f(x, η, t− τ) − f(x, y, t− τ))
(3.27)

and use the estimates

|f(ξ, η, t− τ) − f(x, η, t− τ)| ≤ 〈〈f〉〉(α)
DT

|√ξ −√
x|α = 〈〈f〉〉(α)

DT
|u− v|ατα/2,

|f(x, η, t− τ) − f(x, y, t− τ)| ≤ 〈〈f〉〉(α)
DT

|y − η|α/2 = 〈〈f〉〉(α)
DT

∣∣y−η
τ

∣∣α/2
τα/2,

|f(x, η, t− τ) − f(x, y, t− τ)| ≤ 〈〈f〉〉(α)
DT

∣∣∣y−η√
x

∣∣∣
α

= 〈〈f〉〉(α)
DT

∣∣y−η
τv

∣∣α τα/2.

(3.28)
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In accordance with (3.27), (3.28) we estimate i
(2)
1 as follows:

∣∣∣i(2)1

∣∣∣ ≤ c〈〈f〉〉(2α)
DT

(
∞∫

h2

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|≤2ρ

|xGyy(x, ξ, y − η, τ)||u − v|ατα/2dη

+
∞∫

h2

dτ
∫

{z≤1}
dξ

∫

|y−η|≤2ρ

|xGyy(x, ξ, y − η, τ)|
∣∣ y−η

τ

∣∣α/2
τα/2dη

+
∞∫

h2

dτ
∫

{z>1}
dξ

∫

|y−η|≤2ρ

|xGyy(x, ξ, y − η, τ)|
∣∣ y−η

τv

∣∣α τα/2dη)

= c〈〈f〉〉(α)
DT

(i
(2.1)
1 + i

(2.2)
1 + i

(2.3)
1 ).

We will use the estimate (2.32) for all these integrals. In i
(2.1)
1 we apply inequality

∫

|y−η|≤2ρ

dη

1 +
(y−η

τ

)2 ≤ 2ρ

for {z ≤ 1} and (3.24) for {z > 1}.
Thus we obtain

|i(2.1)
1 | ≤ c

∞∫

h2

dτ
∞∫
0

xu1−2q

τ3 exp(−γ(u− v)2)|u− v|αρτα/2{ 1
zq−2 }du

≤ c ρ
x1/2 (

∞∫

h2

τα/2−3x3/2 exp(−γαv
2)dτ +

∞∫

h2

τα/2−3x3/2

v3 dτ)

≤ c ρ
x1/2

∞∫

h2

τ (α−3)/2dτ ≤ chα.

Since

∫

|y−η|≤2ρ

| y−η
τ |α/2

τα/2

1+( y−η
τ )

2 dη

=
∫

|ζ|≤2ρ/τ

|ζ|α/2τ1+ α
2

1+ζ2 dζ ≤ cτ1+ α
2

∫

|ζ|≤2ρ/τ

|ζ|α−1 dζ ≤ cτ1+ α
2

( ρ
τ

)α+1
,

we have

i
(2.2)
1 ≤ c

∞∫

h2

dτ
1/2v∫
0

x
τ2 τ

α/2
( ρ

τ

)α
u1−2q exp(−γ(u− v)2)du ≤

≤ c
(

ρ√
x

)α ∞∫

h2

x1+α/2

τ2+α/2 exp(−γv2)dτ ≤ c
(

ρ√
x

)α ∞∫
0

v1+α exp(−γv2)dv ≤ chα.
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In order to estimate i
(2.3)
1 we use the following inequality

∫

|ζ|≤2ρ

( |ζ|
τ z1/2 )α

z +
(
|ζ|
τ

)2 z
1/2dζ = τ1

∫

|σ|≤ 2ρ

τ z1/2

|σ|α
1 + σ2

dσ ≤ cτ(
ρ

τ z1/2
)α+1

so that

i
(2.3)
1 ≤ c

∞∫

h2

dτ
∞∫

1/2v

x
τ2z

τα/2
(

ρ
τz1/2

)α+1 (
z1/2

v

)α
u1−2qzq−1/2 exp(−γ(u− v)2)du

≤ c
∞∫

h2

x
τ2 v2 τ

α/2 ρα+1

τα+1 vα+1 dτ = c
(

ρ√
x

)α+1 ∞∫

h2

τ−3/2dτ ≤ chα.

The summation shows that

|i1| ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα,

|i2| ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα.

(3.29)

Now we can proceed to the study of the integral i3 by using the representation

xGyy(x, ξ, y − η, τ) − xGyy(x, ξ, y − η, τ)

= xGyy(x, ξ, y − η, τ) − xGyy(x, ξ, y − η, τ)

+xGyy(x, ξ, y − η, τ) − xGyy(x, ξ, y − η, τ) =
y∫
y

xGθθθ(x, ξ, θ − η, τ)dθ

+
x∫
x

Gηη(λ, ξ, y − η, τ)dλ+
x∫
x

λGηηλ(λ, ξ, y − η, τ)dλ.

(3.30)

We estimate i3 as a sum of integrals I1, I2, I3 that correspond to the terms in the
right-hand side (3.30).

First let us consider the integral

I1 =
∞∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|>2ρ

dη
y∫
y

xGθθθ(x, ξ, θ − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dθ.

(3.31)
We apply (3.4) by considering the difference f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t − τ). Remark also
that

2ρ < |y − η| ≤ |y − θ| + |θ − η| ≤ |y − y| + |θ − η|, θ ∈ [y, y],
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consequently,

ρ = |y − y| + |x− x| < |θ − η|, |y − η| ≤ 2|θ − η|.
It is easy to see that

∫

|θ−η|>ρ

(
|θ−η|

τ

)α/2
dη

1+
(

|θ−η|
τ

)3 ≤ c
∫

|θ−η|>ρ

dη

1+
(

|θ−η|
τ

)2 ≤ c τ2

ρ ,

∫

|θ−η|>ρ

(
|θ−η|
τ
√

z

)α/2
zdη

z3/2+
(

|θ−η|
τ

)3 ≤ c
∫

|θ−η|>ρ

z1/2dη

z+
(

|θ−η|
τ

)2 ≤ c τ2z1/2

ρ .
(3.32)

Applying these estimates and (2.41), we obtain

∣∣∣I(1)
1

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
h2∫
0

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|>2ρ

dη
y∫
y

xGθθθ(x, ξ, θ − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dθ

∣∣∣∣∣

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

h2∫
0

dτ
y∫
y

dθ
ρ

∞∫
0

xτ
α
2
−2u1−2q

{
1

zq− 3
2

}
exp(−γ(u− v)2)(|u− v|α + 1)du

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

h2∫
0

τα/2−1(v2 exp(−γαv
2) + 1)dτ ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
hα.

Further we get ∫

|θ−η|>ρ

Y3(θ − η, z)dη ≤ cτ.

Since

∫

|θ−η|>ρ

(
|θ−η|

τ

)α/2
dη

1+
(

|θ−η|
τ

)3 ≤ τ
+∞∫
−∞

|ς|α/2dζ
1+|ζ|3 ≤ cτ,

∫

|θ−η|>ρ

(
|θ−η|
τ
√

z

)α/2
zdη

z3/2+
(

|θ−η|
τ

)3 ≤ τ
+∞∫
−∞

|ς|αdζ
1+|ζ|3 ≤ cτ

(3.33)

we deduce

∣∣∣I(2)
1

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∫

h2

dτ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|>2ρ

dη
y∫
y

xGθθθ(x, ξ, θ − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dθ

∣∣∣∣∣

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

∞∫

h2

dτ
y∫
y

dθ
ρ

∞∫
0

x
τ3 τ

α/2u1−2q

{
1

zq−2

}
exp(−γ(u− v)2)(|u− v|α + 1)du

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

(
∞∫

h2

dτ
y∫
y

τ (α−3)/2

x1/2 v3 exp(−γαv
2)dθ +

∞∫

h2

dτ
y∫
y

τ (α−3)/2

x1/2 dθ

)

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

|y−y|√
x

∞∫

h2

τ (α−3)/2dτ ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

ρ

x1/2h
α−1 ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
hα.
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As a result we have

|I1| = |I(1)
1 + I

(2)
1 | ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
hα.

There is no principal differences in evaluation I2 and I3, therefore we obtain only the
estimate for I2.

The integrand in I2 depends in particular on λ, η, x, y, y. We want to obtain the

expression with λ, y − η only. First we note that in our case(case b))
√
x ≥

√
x

2 , so that
the values x, x, λ are equivalent (λ ∈ [x, x]). Further we remember that we integrate
over the set {|y − η| > 2ρ}, so that we have

|y − η| < 3|y − η|,
∣∣√x−

√
x
∣∣ < |y−η|

2|√x+
√

x| ,
∣∣√x−

√
x
∣∣ < |y−η|1/2

√
2

.

Now we obtain
(
v = (λ/τ)1/2

)

|f(ξ, η, t− τ) − f(x, y, t− τ | ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

(∣∣√ξ −
√
x
∣∣α + |y − η|α/2

)

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

(∣∣∣
√
ξ −

√
λ
∣∣∣
α

+
∣∣√x−

√
x
∣∣α + |y − η|α/2

)

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

(∣∣∣
√
ξ −

√
λ
∣∣∣
α

+ |y − η|α/2
)
,

so that

|f(ξ, η, t− τ) − f(x, y, t− τ | ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
τα/2

(
|u− v|α +

∣∣y−η
τ

∣∣α/2
)

(z ≤ 1). (3.34)

Similarly we deduce

|f(ξ, η, t− τ) − f(x, y, t− τ | ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

(∣∣√ξ −
√
x
∣∣α +

∣∣∣ y−η√
ξ+

√
x

∣∣∣
α)

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

(∣∣∣
√
ξ −

√
λ
∣∣∣
α

+
∣∣√x−

√
x
∣∣α +

∣∣∣ y−η√
ξ+

√
x

∣∣∣
α)

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

(∣∣∣
√
ξ −

√
λ
∣∣∣
α

+
∣∣∣ y−η√

x+
√

x

∣∣∣
α

+
∣∣∣ y−η√

ξ+
√

x

∣∣∣
α)

,

hence

|f(ξ, η, t− τ) − f(x, y, t− τ |

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
τα/2

(
|u− v|α +

∣∣∣ y−η
τ
√

z

∣∣∣
α (

1 +
(

u
v

)α/2
))

(z > 1).

(3.35)

Applying (3.32), (3.34), (3.35), (2.33), we obtain

∣∣∣I(1)
2

∣∣∣ ≡
∣∣∣∣∣
h2∫
0

dτ
x∫
x

dλ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|>2ρ

Gηη(λ, ξ, y − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dη

∣∣∣∣∣

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

h2∫
0

dτ
x∫
x

dλ
∞∫
0

u1−2q

τ2 { 1
zq−2 } exp(−γ(u− v)2) τ1+α/2

ρ du

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

|x−x|
ρ

h2∫
0

τα/2−1dτ ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα.
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In the integral I
(2)
2 (over

(
h2,+∞

)
) we tend to the estimate

i(h) =

∞∫

h2

τα/2−2dτ

x∫

x

v−1dλ ≤
∞∫

h2

τ (α−3)/2dτ

x∫

x

λ−1/2dλ ≤ chα−1|x1/2 − x1/2| ≤ chα.

Using (3.33), we deduce

∣∣∣I(2)
2

∣∣∣ ≡
∣∣∣∣∣
∞∫

h2

dτ
x∫
x

dλ
∞∫
0

dξ
∫

|y−η|>2ρ

Gηη(λ, ξ, y − η, τ)[f(ξ, η, t − τ) − f(x, y, t− τ)]dη

∣∣∣∣∣

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

∞∫

h2

dτ
x∫
x

dλ
∞∫
0

u1−2q

τ2 { 1

zq−3/2 } exp(−γ(u− v)2)τα/2du

≤ c〈〈f〉〉(α)
DT

∞∫

h2

dτ
x∫
x

(
τα/2−2

(
exp(−γv2) + v−1

))
dλ ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
i(h) ≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
hα.

Thus we can conclude (I2 = I
(1)
2 + I

(2)
2 )

|I2| + |I3| ≤ c〈〈f〉〉(α)
DT
hα

and the proof of Lemma 3.5 is finished. �

Now the estimates (3.21), (3.22) and Proposition 1.2.A lead to the estimate

〈xu(2)
yy 〉(α)

x,y,DT
≤ c〈〈f〉〉(α)

DT
. (3.36)

From (3.7), (3.20), (3.36) we conclude that the estimate

〈〈
xu

(2)
yy

〉〉(α)

DT

≤ c
(
〈〈f〉〉(α)

DT
+ 〈u0〉(2+α)

D

)

holds.
In a similar way we prove the estimate (3.2). We remark in addition that we derive

the estimates of xuxx, xuxy by using Proposition 1.2.A and the estimates of ut, ux, uy

by using Proposition 1.2.B.
Thus we state
Theorem 3.1. There exists a unique solution of the problem (0.8) and the estimate

(3.2) is fulfilled.

4. A linear problem.

In this section we consider the case of an arbitrary dimension n ≥ 2 (x = (x1, .., xn)).
Let

247



L

(
x, t,

∂

∂x
,
∂

∂t

)
u =

∂u

∂t
− P

(
x, t,

∂

∂x

)
u,

where

P
(
x, t, ∂

∂x

)
u = xn

n∑
i,j=1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai(x, t)
∂u
∂xi

+ a0(x, t)u;

µ |ξ|2 ≤
n∑

i,j=1
aij(x, t)ξiξj ≤ ν |ξ|2 , (x, t) ∈ Ω∗

T , ξ ∈ Rn; µ > 0;

(4.1)

an(x, t) ≥ δ > 0, (x, t) ∈ Γ∗
T , aij , ai, a0 ∈ Cα

s (Ω∗
T ). (4.2)

Consider the following problem

L
(
x, t, ∂

∂x ,
∂
∂t

)
u = f(x, t), (x, t) ∈ Ω∗

T ,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω∗,

u(x, t) = ψ(x′, t), (x, t) ∈ Σ∗
T .

(4.3)

We say that the consistency conditions of the first order are fulfilled if

ψ(x′, 0) = u0(x), x ∈ Σ∗,

ψt(x
′, 0) = P

(
x, 0, ∂

∂x

)
u0 + f(x, 0), x ∈ Σ∗.

(4.4)

The main result of this section is
Theorem 4.1. Let (4.1), (4.2), (4.4) are fulfilled. Then for any f ∈ Cα

s (Ω∗
T ), ψ ∈

H2+α,1+α/2(Σ∗
T ), u0 ∈ C2+α

s (Ω∗) the problem (4.3) has a unique solution u ∈ C2+α
s (Ω∗

T )
and the estimate

|u|C2+α
s (Ω∗

T ) ≤ C
(
|f |Cα

s (Ω∗
T ) + |u0|C2+α

s (Ω∗) + |ψ|H2+α,1+α/2(Σ∗
T )

)
(4.5)

holds, with a constant C depended on µ, ν, corresponding norms of the coefficients aij , ai,
a0 and bounded as T tends to zero.

First of all it should be emphasized that we can reduce the problem (4.3) to the
problem with u0 = 0, f ∈ Cα

s,0(Ω
∗
T ), ψ ∈ H

0

2+α,1+α/2(Σ∗
T ). In other words we can

construct a function θ ∈ C2+α
s (Ω∗

T ), such that

θ(x, 0) = θ0(x), θt(x, 0) = θ1(x), x ∈ Ω∗ (4.6)

for any θ0 ∈ C2+α
s (Ω∗), θ1 ∈ Cα

s (Ω∗).
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Indeeed, first we continue the functions θ0, θ1 from Ω∗ to D with preserving of corre-
sponding classes of function. Further we fix an arbitrary positive number b and introduce
operator Lb = ∂

∂t−Pb, where Pb = xn∆+b ∂
∂xn

. We denote w = θ1−Pbθ0 and continue the
function w with respect to the time variable on the interval [−T, T ] so that w(x,−T ) = 0
(for example, by multiplying w(x) on η(t) ∈ C∞ ([−T, T ]), where η(−T ) = 0, η(t) = 1,
t ∈ [0, T ]). We denote w̃(x, t) = w(x, t − T ). Now we have w̃ ∈ Cα

s,0(D2T ) and consider
the problem

z̃t − Pbz̃ = w̃, (x, t) ∈ D2T , z̃ ∈ C2+α
s,0 (D2T ). (4.7)

In section 3 we established that the problem (4.7) has a unique solution z̃. We intro-
duce the function z(x, t) = z̃(x, t+ T ) and consider the problem

vt − Pbv = 0, (x, t) ∈ DT ,

v(x, 0) = θ0 − z(x, 0), x ∈ D.

This problem has a unique solution in view of Theorem 3.1. Now it is easy to check
that the function θ = v + z satisfies the conditions (4.6) and the estimate

|θ|(2+α)
DT

≤ C
(
|θ0|(2+α)

D + |θ1|(α)
D

)
. (4.8)

We set θ0 = u0, θ1 = P
(
x, 0, ∂

∂x

)
u0 + f(x, 0) and for the difference u− θ we obtain

the problem of the form (4.3) with u0 = 0, f ∈ Cα
s,0(Ω

∗
T ), ψ ∈ H

0

2+α,1+α/2(Σ∗
T ) in view

of the conditions (4.4).
The proof of Theorem 4.1 is based on the method of "regularizer" (see [6, Ch.4]).
We put H = Cα

s,0(Ω
∗
T )×H

0

2+α,1+α/2(Σ∗
T ), this is the Banach space of pairs functions

h = (f, ψ) and the norm in H is defined by the formula

|h|H = |f |Cα
s (Ω∗

T ) + |ψ|H2+α,1+α/2(Σ∗
T ) .

We write down the problem (4.3) in the form

Au = h, A : C2+α
s,0 (Ω∗

T ) → H

and construct the regularizing operator R : H → C2+α
s (Ω∗

T ) in such a way that

ARh = h+ Th, RAu = u+Wu,

and the norms of the operators T : H → H, W : C2+α
s (Ω∗

τ ) → C2+α
s (Ω∗

τ ) are small for
sufficiently small τ, i.e.

||T || < 1, ||W || < 1. (4.9)
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This implies the existence of the bounded inverse operator A−1 for the bounded
operator A.

We cover the domain Ω∗ by the balls B
(k)
λ , B

(k)
2λ of the diameter λ and 2λ respectively

with common centers ξ(k).
In view of (4.1) we see that there exists a sufficiently small parameter ε such that

an(x, t) ≥ δ

2
, xn ∈ [0, ε] , (x′, t) ∈ Rn−1 × [0, τ ] . (4.10)

Denote by Nd the set of indices k such that B
(k)
2λ ∩{xn ∈ [0, ε]} 6= ∅, and by Ni the set of

rest indices. We introduce the functions ζ(k) (x), η(k) (x) , satisfying the conditions (see
[6])

∣∣Dl
xζ

(k)
∣∣ ≤ cλ−|l|;

∣∣Dl
xη

(k)
∣∣ ≤ cλ−|l|, 1 ≤∑

k

ζ(k)(x) ≤ N0;

ζ(k)(x) = 1, x ∈ B
(k)
λ ; ζ(k)(x) = 0, x ∈ Ω∗\B(k)

2λ ;

η(k)(x) = ζ(k)(x)∑
k

ζ(k)(x)
;
∑
k

η(k)(x)ζ(k)(x) = 1, x ∈ Ω∗,

(4.11)

where N0 is certain integer depended on n.

We denote Ω(k) = B
(k)
2λ ∩ Ω∗, Ω

(k)
τ = Ω(k) × (0, τ) and let

τ = κλ2, κ < 1. (4.12)

Next we introduce the norms

{u}(2+α)
Ω∗

τ
= sup

k
〈〈u〉〉(2+α)

Ω
(k)
τ

,

{f}(α)
Ω∗

τ
= sup

k
〈〈f〉〉(α)

Ω
(k)
τ

.

Arguing as in [6, Ch.4, Lemma 4.2], one can show that if the assumption (4.12) is fulfilled
then for some positive constants c1, c2

c1 |u|(2+α)
Ω∗

τ
≤ {u}(2+α)

Ω∗
τ

≤ c2 |u|(2+α)
Ω∗

τ
,

c1 |f |(α)
Ω∗

τ
≤ {f}(α)

Ω∗
τ
≤ c2 |f |(α)

Ω∗
τ

(4.13)

in the spaces C2+α
s,0 and Cα

s,0.
Introduce the following operators

L
(k)
d u = ∂u

∂t − xn

n∑
i,j=1

aij(ξ
(k), 0) ∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai(ξ
(k), 0) ∂u

∂xi
,

L
(k)
i u = ∂u

∂t − ξ
(k)
n

n∑
i,j=1

aij(ξ
(k), 0) ∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

ai(ξ
(k), 0) ∂u

∂xi
.
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If k ∈ Nd, the operator R(k) takes the function f (k) (x, t) ∈ Cα
s,0(Dτ ) to a solution of

the problem

L
(k)
d u = f (k) (x, t) , (x, t) ∈ Dτ , u ∈ C2+α

s,0 (Dτ ). (4.14)

If k ∈ Ni the operator R(k) takes the functions h(k) =
(
f (k), ψ(k)

)
, f (k) ∈ Cα

s (Ω∗
τ ),

ψ(k) ∈ H2+α,1+α/2(Σ∗
τ ) to a solution of the problem

L
(k)
i u = f (k) (x, t) , (x, t) ∈ Ω∗

τ ;

u(x, t) = ψ(k)(x′, t), (x, t) ∈ Σ∗
τ ;

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ∗
τ ;

u(k) (x, 0) = 0, x ∈ Ω∗.

(4.15)

Now we can construct the operator R :

Rh =
∑
k

η(k)u(k), (4.16)

where

u(k) =





R(k)
(
ζ(k)f

)
, k = Nd,

R(k)
(
ζ(k)f, ζ(k)ϕ

)
, k = Ni.

(4.17)

In the problem (4.14) we can transform the operator L
(k)
d in the operator L̃

(k)
d =

∂
∂t − xn∆−

n∑
i=1

bi
∂

∂xi
with bn > 0 by the suitable transform of spatial variables. Then we

take yi = xi − bit (i = 1, .., n − 1) and pass from L̃
(k)
d to the operator Lbn (see (0.8)).

Next we can apply Theorem 3.1, concerning with the solvability of the model problem
(0.8). Finally, returning to original variables x, we conclude that the problem (4.14) has
a unique solution u(k) ∈ C2+α

s,0 (Dτ ) and the estimate

∣∣∣u(k)
∣∣∣
(2+α)

Dτ

≤ c
∣∣∣f (k)

∣∣∣
(α)

Dτ

, k ∈ Nd (4.18)

holds with c depended on µ, ν and max
i

sup
Ω∗

τ

|ai| .
By using the following inequality

|g(x,t)−g(x,t)|
|x−x|α ≤ |g(x,t)−g(x,t)|

sα[x,x]
1(√

xn+
√

xn+
√

|x′−x′|
)α

≤ c

(2
√

ε)
α
|g(x,t)−g(x,t)|

sα[x,x] , x, x ∈ Ω(k),∀k ∈ Ni,
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we can obtain that f (k) = fς(k) ∈ Cα
s,0(Ω

∗
τ ) belongs also to the standard Hölder space

Hα,α/2(Ω∗
τ ). Besides, it is worth observing that the operator L

(k)
i in (4.15) is nonde-

generate, since ξ
(k)
N ≥ ε when k ∈ Ni. So that the existence of a solution u(k) ∈

H2+α,1+α/2(Ω∗
τ )to the problem (4.15) can be established by the classical methods. With

the help of the inequalities

|g(x,t)−g(x,t)|
sα[x,x] ≤ c |g(x,t)−g(x,t)|

|x−x|α
(√

xn +
√
xn +

√
|x′ − x′|

)α

≤ c
(
2
√
p∗ +

√
λ
)α |g(x,t)−g(x,t)|

|x−x|α , x, x ∈ Ω(k) (xn ≤ p∗), ∀k ∈ Ni ∪Nd,

we deduce that the estimate
∣∣∣u(k)

∣∣∣
C2+α

s

(
Ω

(k)
τ

) ≤ c
∣∣∣u(k)

∣∣∣
H2+α,1+α/2

(
Ω

(k)
τ

) , k ∈ Ni

holds. Thus we have

∣∣∣u(k)
∣∣∣
C2+α

s

(
Ω

(k)
τ

) ≤ c

(∣∣∣f (k)
∣∣∣
Cα

s (Ω∗
τ)

+
∣∣∣ψ(k)

∣∣∣
H2+α,1+α/2(Ω∗

τ )

)
, k ∈ Ni. (4.19)

Now the proof of (4.9) can be carried out as in [6, Ch.4, Theorem 7.2] with the help of
(4.11), (4.13), (4.18), (4.19).

Then we partition the interval [0, T ] into small intervals [τk, τ(k+1)] (k = 0, 1, .., [Tτ ])
with parameter τ from (4.9) and arrive at the assertion of the Theorem 4.1, applying
(4.6), (4.8), (4.9) on each interval [τk, τ(k + 1)].

Further we formulate the theorem concerning with improving the smoothness of the
solution of the problem (4.3).

Assume

aij , ai, a0 ∈ Ck,α
s (Ω∗

T ), i, j = 1, .., n. (4.20)

and denote

u(k)(x) =
∂ku(x, t)

∂tk
|t=0.

We have

u(0)(x) = u(x, 0), u(1)(x) = P (x, 0, ∂
∂x)u0 + f(x, 0) (4.21)

and evaluate the rest of u(k) from the reccurent correlations

u(k+1)(x) =
k∑

j=0

(
k
j

)
P (j)(x, 0, ∂

∂x)u(k−j)(x) + f (k)(x), (4.22)
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here
(
k
j

)
= k!

j!(k−j)! , P
(j)(x, t, ∂

∂x) is the operator, that is obtained from P (x, t, ∂
∂x) by

differentiating of its coefficients j times with respect to t.
We say that the consistency conditions of the order k + 1 are fulfilled if

ψ(l)(x′) = u(l)(x), x ∈ Σ∗, l = 0, .., k + 1. (4.23)

Theorem 4.2 Let (4.1), (4.2), (4.20), (4.23) are fulfilled. Then for any f ∈ Ck,α
s (Ω∗

T ),

u0 ∈ Ck,2+α
s (Ω∗), ψ ∈ Hk+2+α, k+2+α

2 (Σ∗
T ), (k = 0, 1, ..) the problem (4.3) has a unique

solution u ∈ Ck,2+α
s (Ω∗

T ).

5. Conclusion

First of all we have to explain the passage from the problem (0.9) to the problem

(1.4). It is clear from (0.10), (0.11) that if p0 ∈ Ck,2+α
s (Ω), then u0 ∈ Ck,2+α

s (Ω∗) and

1

|u0 xn |
≤ 1

δ
, x ∈ Ω∗. (5.1)

It should be noted that the boundary condition on Γ∗
T in (1.4) is satisfied ”automatically”

in view of Proposition 1.1 and the equation in (1.4), since we seek the solution of (1.4) in

the space Ck,2+α
s (Ω∗

T ) (k ≥ 0) . We recall also that the function yn = u(0, y′, t) mark out

the free boundary ΓT , so that if u ∈ Ck,2+α
s (Ω∗

T ) then the surface ΓT belongs to the class
Ck+1+α/2 with respect to variables t, yi (i = 1, .., n − 1) . Thus the proof of Theorem
0.1 is reduced to the investigation of solvability of the problem (1.4). Here we need to

construct the function w ∈ Ck,2+α
s (Ω∗

T ) such that

∂lw

∂ tl
|t=0 = u(l)(x) ≡ ∂lu

∂ tl
|t=0, x ∈ Ω∗, l = 0, .., k + 1.

The functions u(l) can be calculated from the reccurent correlations similar to (4.21),
(4.22). The way of construction of the function w is a modification of Theorem 4.3 in
[6, Ch.4] with changing of the Laplace operator on the operator Lb with some positive
parameter b (see the proof of (4.6) in the case k = 0). We choose T to be sufficiently
small, so that

1

|wxn |
≤ 2

δ
, (x, t) ∈ Ω∗

T .

It is possible in view of (5.1).
Now let us define the operator

M : Ck,2+α
s (Ω∗

T ) → Ck,α
s (Ω∗

T ) × Ck,2+α
s (Ω∗) ×Hk+2+α, k+1+α

2 (Σ∗
T )
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by

Mw̃ =
(
Mw̃, w̃|t=0, w̃|Σ∗

T

)
, w̃ ∈ Ck,2+α

s (Ω∗
T ).

The linearization of the operator M at the point w leads to the operator DM(w) such
that

DM(w)w̃ = ∂w̃
∂t −mxn

[
1+|∇′w|2
(wxn)2

w̃xn xn − m
m−1

n−1∑
i=1

wxiw̃xn xi + ∆′w̃

]

+

(
2mxn wxn xn

wxn

(
1 + |∇′w|2

)
− 2

n−1∑
i=1

wxixnwxn xi − m
m−1

(
1 + |∇′w|2

)) w̃xn

(wxn)2

−
n−1∑
i=1

(
2mwxi

xn wxn xn

(wxn)2
− 2mwxi

(m−1)wxn

)
w̃xi .

Further we establish the correctness of the problem (1.4) almost literally repeating the
reasonings of Theorem II.2.1 from [5]. The cited theorem is based on the implicit function
theorem and the crucial role plays the invertibility of the operator DM(w) such that

DM(w)w̃ =
(
DM(w)w̃, w̃|t=0, w̃|Σ∗

T

)
, that is the direct consequence of Theorem 4.2.

This work was partially supported by INTAS (grant No:00136) and by the project
01.07/00130 DFFD of Ukraine.
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THE TWO-PHASE HELE-SHAW PROBLEM WITH A NONREGULAR

INITIAL INTERFACE AND WITHOUT SURFACE TENSION

J. Mathematical Physics, Analysis, Geometry–2014,–10, №1

1 Introduction

The two-phase Hele-Shaw problem (the Muskat problem) describes the evolution of an
interface between two immiscible incompressible fluids (for example, water and oil). The
motion of fluids is governed by the Darcy law, stating that the velocities of fluids are
proportional to the pressure gradients, and the law of mass conservation [25]. The Muskat
problem with a regular initial interface was studied by L. Jiang and Y. Chen [19], F.
Yi [30, 31], F. Otto [26], S. Howison [18], D. Ambrose [1], M. Siegel, R. Caflish and S.
Howison [28], S.P. Degtyarev [12], J. Escher and B.V. Matioc [14].

Weak and variational solutions for the one-phase Hele-Shaw problem were studied by
C. Elliott and J.R. Ockendon [13], E. Di Benedetto and A. Friedman [6]. Y.E. Hohlov and
S.Howison [17] constructed explicit solutions to the Hele-Shaw problem. B.V. Bazaliy [4]
and J. Escher and G. Simonett [15] proved the existence of classical solutions to the Hele-
Shaw problem with the regular initial data. Preliminary arguments show that if the initial
interface in the one-phase Hele-Shaw problem has an angle point, then the behaviour of
the free boundary depends on the angle value. Moreover, J.R. King, A.A. Lacey, and
J.L. Vazquez [20] have found that under certain sufficient conditions the angle value is
preserved for some time (the "waiting time" phenomenon). N. Vasylyeva [29] has given a
strong proof of the solvability in the weighted Hölder classes to the one-phase Hele-Shaw
problem with the "waiting time" property. Similar problem with surface tension was
considered by A. Friedman and B.V. Bazaliy [5]. We remark that introduction of the
surface tension in one- or two-phase Hele-Shaw problems leads to the regularization of
the free boundary problem. The surface tension variation of the Muskat problem was
previously studied by us in [7]. In the present paper we apply the same method, but the
model problem corresponding to the angle point of the initial interface and the related
linear equation turn out to be more complicated. As in [7], our purpose is to formulate a
set of sufficient conditions under which the problem has a solution in the weighted Hölder
classes with the "waiting time" property.

The paper is organized as follows: In Section 2, we formulate our problem, reduce
the problem with unknown boundary to a problem in a fixed domain, define weighted
Hölder spaces, and state our main result, Theorem 2.1. After that, in Subsection 2.4,
we represent our problem in the form ℑz = f(x, t) + F1(z), where z = (θ1, θ2, σ) and
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ℑ is a linear operator, the vector f(x, t) is constructed using the initial data, and F1

is a nonlinear operator. Section 3 is devoted to investigation of the model problems in
the plane corners and in the half spaces. Then, in Section 4, using the technique of the
regularizer for parabolic systems [22] together with the results of Section 3, we prove the
one-to-one solvability to the linear problem ℑz = f(x, t), Theorem 4.1. In Section 5, we
prove the main results by using Theorem 4.1 and the fixed point theorem.

2 The statement of the problem and the main result

2.1 The mathematical model

Let Ω be a double-connected bounded open domain in R2 with the boundary ∂Ω =
Γ1
⋃

Γ2, Γ1
⋂

Γ2 = ∅ (see Figure 1 below). Let Γ(t), for each t ∈ [0, T ], be a simple
closed curve Γ(t) ⊂ Ω that separates Ω into two subdomains Ω1(t) and Ω2(t) such that
Ω = Ω1(t)

⋃
Γ(t)

⋃
Ω2(t), and ∂Ωi = Γi

⋃
Γ(t), i = 1, 2.

y2

y1

G(t)

G2

n( )w

·
O

W2(t)

W1(t)

l( )w

G1

Figure 1: Problem (M)

In the two-phase Hele-Shaw problem we are looking for the fluid domain Ωi(t) and
the fluid pressure pi(y, t), y ∈ Ωi(t), t ∈ [0, T ], i = 1, 2, such that

∆ypi = 0 in Ωi(t), i = 1, 2, t ∈ [0, T ], (2.1)

p1 − p2 = 0 on Γ(t), (2.2)

Vn = −k1
∂p1

∂n
= −k2

∂p2

∂n
on Γ(t), (2.3)

pi = ψi(y) on ΓiT = Γi × [0, T ], (2.4)

Ωi(0), Γ(0) are given. (2.5)

Here ∆y = ∂2

∂y2
1
+ ∂2

∂y2
2
, n is the normal to Γ(t) directed in Ω1(t), Vn is the velocity of points

Γ(t) in the direction of n; k1 and k2 are positive constants, ki = k̄
µi
, where k̄ = const. > 0

257



is the permeability of the porous medium and µi is the fluid viscosity in Ωi(t), i = 1, 2,
µi are positive constants; ψi(y) are given positive functions.

If we consider, for example, the physical problem where Ω1(t) is occupied by water
and Ω2(t) is filled by oil, then µ2 > µ1, and hence, k = k2

k1
< 1.

We will suppose that Γ(0) has an angle point of opening δ, δ ∈ (0, π), and the origin
of the coordinate system (y1, y2) is placed at the vertex of this corner (see Figure 1). For
the sake of simplicity, we consider problem (2.1)-(2.5) under the assumption that Ωi(0)
and Γ(0) are symmetric with respect to the y2− axis, the ψi(y) are even functions in y1,
and we seek a symmetric solution with the condition

∂pi

∂y1
|y1=0 = 0, i = 1, 2. (2.6)

One can see that equation (2.1) and (2.2) together with the second equality in (2.3)
define the transition problem with the interface Γ(t), and the first equality in (2.3) serves
to find the unknown curve Γ(t) that is called the free boundary.

We denote the Muscat problem (2.1)-(2.6) as Problem (M).

2.2 Reducing to a fixed domain

As in [5] and [7] we use the Hanzawa method [16] to reduce the free boundary Muskat
problem to a problem in a fixed domain. Let Ωi(0)∩{y1 > 0} = Ωi, Γ = Γ(0)∩{y1 ≥ 0},
Γ ∈ C̺+α, ̺ is an integer and ̺ ≥ 3, α ∈ (0, 1), and ω be some parameter along Γ (for
example, the arc length of Γ). The position of a point on Γ we define as m̄(ω). Let n(ω)
be the normal to Γ directed in Ω1, and l̄(ω) be the C̺+α (̺ ≥ 2) vector field on Γ which
is transversal to Γ, such that l̄(ω) = (0,−1) in the ε0−neighborhood of O = (0, 0) and
l̄(ω) = n(ω) out of the 2ε0−neighborhood of O.

For sufficiently small γ0 > 0, ω−lines: m̄(ω) + ηl̄(ω), |η| < 2γ0, do not intersect each
other and Γ1 ∪ Γ2. The mapping (ω, η) → y = y(ω, η) defined by

y = (y1, y2) = m̄(ω) + ηl̄(ω)

is a diffeomorphism from M = W × (−γ0, γ0) onto

N = {y : y = m̄(ω) + ηl̄(ω), (ω, η) ∈M}.

The inverse mapping Σ : N →M is

Σ : y → (ω(y), η(y)).

We assume that the free boundary in Problem (M) has the form

Γρ(t) = {(y, t) : y(ω, t) = m̄(ω) + ρ(ω, t)l̄(ω), t ∈ [0, T ]},
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where |ρ(ω, t)| < γ0/4, ρ(ω, 0) = 0. It means that the free boundary equation is given by

Φρ(y, t) = η(y) − ρ(ω, t) = 0, (y, t) ∈ N × [0, T ]. (2.7)

The surface Γρ(t) splits ΩT = Ω × [0, T ] into domains Ωi(t). Let χ(λ) ∈ C∞
0 (R1),

χ(λ) = 1 if |λ| < γ0/3 and χ(λ) = 0 if |λ| > γ0, |χ′| ≤ const./γ0, const. < 2. We shall
use the coordinates (ω, η) to define the diffeomorphism

eρ : (x, t) → (y, t)

from XT = R2 × [0, T ] onto YT = R2 × [0, T ] by setting





ω(y) = ω(x),
η(y) = λ(x) + χ(λ(x))ρ(ω(x), t), if (ω(x), λ(x)) ∈ N,
y = x, otherwise,

(2.8)

such that the transform e−1
ρ maps Ωi(t) onto Ωi× [0, T ] = ΩiT and Γρ(t) onto Γ× [0, T ] =

ΓT , the free boundary is given by eρ({λ(x) = 0}), and ω(x), λ(x) are the coordinates in
XT similar to the coordinates ω(y), η(y) in YT . The change of variables gives the new
desired functions

vi(x1, x2, t) = pi(y, t) ◦ eρ(x, t), i = 1, 2, (2.9)

which satisfy the equations

∇2
ρvi(x, t) = 0 in ΩiT , (2.10)

v1(x, t) − v2(x, t) = 0 on ΓT , (2.11)

vi = ψi(x) on ΓiT , (2.12)

∂vi

∂x1
= 0 on x1 = 0, (2.13)

where we take into account that y = x near ΓiT . Here ∇ρ = (E∗
ρ)−1∇x, where Eρ is the

Jacobi matrix of the mapping y = eρ(x, t), ∇x = ( ∂
∂x1

, ∂
∂x2

). It follows from (2.7) that
the unit normal to Γρ(t) is

n =
∇yΦρ

|∇yΦρ|
,

and therefore

Vn = −
∂Φρ

∂t

|∇yΦρ|
=

∂ρ(ω,t)
∂t

|∇yΦρ|
.

Now we can conclude that equation (2.3) takes the form

∂ρ(ω, t)

∂t
= −k1(∇yp1,∇yΦρ) = −k2(∇yp2,∇yΦρ), (2.14)
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ρ(ω, 0) = 0. (2.15)

Since Φρ = 0 on Γ(t) we get

(∇ypi,∇yΦρ) = (∇ρvi,∇ρΦρ) = S(ω, ρ, ρω)
∂vi

∂λ
+ S1(ω, ρ, ρω)

∂vi

∂ω
,

where S(ω, ρ, ρω), S1(ω, ρ, ρω) are some specific smooth functions

S(ω, ρ, ρω) = (∇ρλ,∇ρλ), S1(ω, ρ, ρω) = (∇ρω,∇ρλ).

Thus our initial free boundary Muskat problem is reduced to the problem in the fixed
domain for functions vi(x1, x2, t), i = 1, 2, and ρ(ω, t) that satisfy equations (2.10)-(2.15).
We denote this problem as (M1):

∇2
ρvi(x, t) = 0 in ΩiT , i = 1, 2,

v1(x, t) − v2(x, t) = 0 on ΓT ,

−ρt(ω, t) = k1(∇ρv1,∇ρΦρ) = k2(∇ρv2,∇ρΦρ) on ΓT ,

vi = ψi(x) on ΓiT ,
∂vi

∂x1
|x1=0 = 0, ρ(ω, 0) = 0. (2.16)

2.3 Weighted Hölder spaces and the main result.

Let D be a given domain in R2 with a corner point at the origin of coordinates and let
DT = D × [0, T ]. Denote the distance from the origin of coordinates to the point y ∈ D̄
by r(y). We set r(y, x) = min{r(y), r(x)}, x, y ∈ D̄. Let s be a certain given number, ̺
be an integer, ̺ ≥ 0, α ∈ (0, 1). The Banach space E̺+α,α,α

s (D̄T ) is the set of functions
u(x, t) with the finite norm

‖u‖E̺+α,α,α
s (D̄T ) =

∑̺

|l|=0

[sup
D̄T

r|l|−s(x)|Dl
xu(x, t)| + 〈Dl

xu(x, t)〉
(α)
x,s−|l|,DT

+〈Dl
xu(x, t)〉

(α)
t,s−|l|,DT

+ [Dl
xu(x, t)]

(α,α)
s−|l|,DT

],

where

〈u〉
(α)
x,s,DT

= sup
(x̄, t), (x, t) ∈ D̄T ,
|x− x̄| < r(x, x̄)/2

rα−s(x, x̄)
|u(x̄, t) − u(x, t)|

|x− x̄|α
,

〈u〉
(α)
t,s,DT

= sup
(x,t),(x,τ)∈D̄T

r−s(x)
|u(x, t) − u(x, τ)|

|t− τ |α
,
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and

[u]
(α,α)
s,DT

= sup
x̄, x ∈ D̄, t, τ ∈ [0, T ],
|x− x̄| < r(x, x̄)/2

rα−s(x, x̄)
|u(x̄, t) − u(x, t) − u(x̄, τ) + u(x, τ)|

|x̄− x|α|t− τ |α
.

In a similar way we introduce the space E̺+α,α,α
s (∂DT ). For functions u(x) independent

of t we use the space E̺+α
s (D̄) with the finite norm

‖u‖E̺+α
s (D̄) =

∑̺

|l|=0

[sup
D̄

r|l|−s(x)|Dl
xu(x)| + 〈Dl

xu(x)〉
(α)
x,s−|l|,D],

where

〈u〉
(α)
x,s,D = sup

x̄, x ∈ D̄,
|x− x̄| < r(x, x̄)/2

rα−s(x, x̄)
|u(x̄) − u(x)|

|x− x̄|α
.

If the domain D does not contain a corner point, the definition of the space E̺+α,α,α
s (D̄T )

remains as before with r(x) ≡ 1. In this case we use the notation E̺+α,α,α(D̄T ).
For functions f(ω, t) defined on ΓT we will use the weighted Hölder space N2+α

s,γ (ΓT )
with the norm

‖f‖N2+α
s,γ (ΓT ) = ‖r1+γf‖E2+α,α,α

s (Γ̄T ) + ‖ft‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ),

where γ is some positive number.
We define the functions vi0(x) = vi(x, 0) as a solution of the transmission problem

∆vi0 = 0 in Ωi, i = 1, 2,

v10 − v20 = 0, k1
∂v10
∂n

= k2
∂v20
∂n

on Γ,

vi0 = ψi(x) on Γi,
∂vi0

∂x1
|x1=0 = 0. (2.17)

By Theorem 1.1 and Remark 3.1 from [8], there exists a unique solution (v10(x), v20(x))
to problem (2.17), and

‖vi0‖E3+α
2+γ (Ω̄i)

≤ const.(‖ψ1‖E3+α(Γ̄1) + ‖ψ2‖E3+α(Γ̄2)) (2.18)

where α ∈ (0, 1) and

γ ∈ (1 +
1

2
, 1 +

π + 3δ

2π − δ
) if δ ∈ (0, π/7);

γ ∈ (1 +
3δ

π − δ
, 1 +

π + 3δ

2π − δ
) if δ ∈ (π/7, π/4). (2.19)
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Theorem 2.1 Let k = k2
k1
, α ∈ (0, 1/2), ψi ∈ C3+α(Γ̄i), i = 1, 2; Γ and Γi ∈ C3+α satisfy

the assumptions mentioned in Subsections 2.1 and 2.2; the initial pressures (v10(x), v20(x))
be given with (2.17) and inequality (2.18) hold;

0 < k < 1 and
∂vi0

∂n
< 0 on Γ, i = 1, 2; (2.20)

i

s ∈

(
max{2 + 1/2,

b∗1
π−δ ,

a∗
1

π−δ},
5π

2π − δ

)
if δ ∈ (0, π/5),

ii

s ∈

(
max{ 2π

π−δ ,
b∗2

π−δ ,
a∗
2

π−δ},
5π

2π − δ

)
if δ ∈ (π/5, π/4),

where numbers b∗j and a∗j , j = 1, 2, are some positive constants depended on initial data
(more detail definitions of these numbers are represented in Section 3). Then for some
T there exists a unique solution (v1(x, t), v2(x, t), ρ(ω, t)) of problem (2.16) for t ∈ [0, T ],
such that vi(x, t) ∈ E

2+α,α,α
s (Ω̄iT ), i = 1, 2, ρ(ω, t) ∈ N2+α

s,γ .

It should be remarked that condition (2.20) means the more viscous fluid must dis-
place the less viscous fluid, and then the Muskat problem (2.1)-(2.5) without surface
tension is well-posed (see [28] and [1]).

Corollary 2.1 Note that under assumptions of Theorem 2.1 the initial corner point O
does not move and the geometry of the initial shape of the free boundary near O preserves
in time. Other words the results of Theorem 2.1 guarantee the existence of the "waiting
time" for angle δ ∈ (0, π/4) in the Muskat problem (2.1)-(2.5) in the case of zero surface
tension.

2.4 A perturbation form of system (M1).

In this subsection we linearize system M1 on the initial data and rewrite one as a system
ℑz = F(z) where ℑ is a linear operator and F(z) is a nonlinear perturbation.

From (2.14) for t = 0 we have

∂ρ

∂t
(ω, 0) = −k1

(
S(ω, 0, 0)

∂v10
∂λ

+ S1(ω, 0, 0)
∂v10
∂ω

)

= −k2

(
S(ω, 0, 0)

∂v20
∂λ

+ S1(ω, 0, 0)
∂v20
∂ω

)
. (2.21)

Let a function m(ω, t) be such that

m(ω, 0) = 0,
∂m(ω, t)

∂t
|t=0 =

∂ρ

∂t
(ω, 0).
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As an example of the function m(ω, t), we can take m(ω, t) = t∂ρ
∂t (ω, 0).

We introduce the new unknown functions in the following way

σ(ω, t) = ρ(ω, t) −m(ω, t), (2.22)

θi(x, t) = vi(x, t) − vi0(x) − (∇xvi0 · ēσ) (2.23)

where

ēσ =
∂x

∂λ
χ(λ)σ(ω, t), x = (x1, x2). (2.24)

Now we rewrite system (M1) in terms of functions σ(ω, t), θi(x, t), i = 1, 2, and after
some calculations get the problem in the form:

∂2θi

∂x2
1

+
∂2θi

∂x2
2

= F0i(θi, σ) in ΩiT , (2.25)

θ1(x, t) − θ2(x, t) = ∇xv10 · ēσ −∇xv20 · ēσ ≡ σA(x) on ΓT , (2.26)

∂σ

∂t
= −k1

[
a(x)

∂θ1
∂n

+ a1(x)
∂σ

∂ω

]
+ F1(θ1, σ) on ΓT , (2.27)

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

+ a2(x)
∂σ

∂ω
= F2(θ1, θ2, σ) on ΓT , (2.28)

∂θi

∂x1
|x1=0 = −

∂(∇xvi0 · ēσ)

∂x1
≡ F3(σ), θi(x, t) = 0 on ΓiT , (2.29)

σ(ω, 0) =
∂σ(ω, t)

∂t

∣∣
t=0

= 0, θi(x, 0) = 0. (2.30)

The properties of the functions A(x), ai(x), a(x) F0i, i = 1, 2, F1, F2 will be described
later on.

Remark 2.1 Note that F3(σ) ≡ 0 if we look for the solution in the class of σ ∈ N2+α
s,γ

and take into account definition (2.24) of the vector ēσ.

Let

F̄1(θ1, σ) = F1(θ1, σ) + k1a1(x)
Aω(x)

A(x)
σ, F̄2(θ1, θ2, σ) = F2(θ1, θ2, σ) + a2(x)

Aω(x)

A(x)
σ,

A1(x) =
a1(x)

A(x)
, A2(x) =

a2(x)

A(x)
,

then, we can rewrite conditions (2.27) and (2.28) as

∂σ

∂t
= −k1a(x)

∂θ1
∂n

− k1a1(x)
∂σ

∂ω
− k1

a1(x)Aω(x)

A(x)
σ + F̄1(θ1, σ) on ΓT , (2.31)

263



∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

+ a2(x)
∂σ

∂ω
+ a2(x)

Aω(x)

A(x)
σ = F̄2(θ1, θ2, σ) on ΓT . (2.32)

After that we can find the term σω from condition (2.26) and substitute it into (2.31),
(2.32). Thus we have got following system (M2):

∂2θi

∂x2
1

+
∂2θi

∂x2
2

= F0i(θi, σ) in ΩiT , i = 1, 2, (2.33)

θ1(x, t) − θ2(x, t) = A(x)σ on ΓT , (2.34)

∂σ

∂t
= −k1a(x)

∂θ1
∂n

− k1A1(x)

(
∂θ1
∂ω

−
∂θ2
∂ω

)
+ F̄1(θ1, σ) on ΓT , (2.35)

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

+A2(x)

(
∂θ1
∂ω

−
∂θ2
∂ω

)
= F̄2(θ1, θ2, σ) on ΓT , (2.36)

∂θi

∂x1
|x1=0 = 0, θi(x, t) = 0 on ΓiT , (2.37)

σ(ω, 0) =
∂σ(ω, t)

∂t
|t=0 = 0, θi(x, 0) = 0. (2.38)

Now system (M2) can be written as

ℑz = F(z), where z = (θ1, θ2, σ). (2.39)

Note that if we froze the functional arguments in the functions F0i(θi, σ), F̄1(θ1, σ),
F̄2(θ1, θ2, σ), then system (2.39) or (2.33)-(2.38) will be a linear system with variable
coefficients, which will be studied in detail in Section 4.

To illustrate system (M2) we describe one in a vicinity of the angle point O = (0, 0)
where l̄(ω) = (0,−1). Let y2 = ϕ(y1) with ϕ′(y1) > 0 be the equation of Γ = Γ(0) in the
mentioned above vicinity, where ϕ(0) = 0 and ϕ′(0) = cot δ

2 . As a parameter along Γ(0)
here we take now ω(y) = y1, and transformation (2.8) takes the form

y1 = x1, y2 = x2 − χ(z)ρ(x1, t), z = x2 − ϕ(x1). (2.40)

From (2.40) it follows
∂x1

∂y1
= 1,

∂x1

∂y2
= 0,

∂x2

∂y2
=

1

1 − χzρ
,

∂x2

∂y1
= −

χzρϕx1 − χρx1

1 − χzρ
,

∂2x2

∂y2
2

=
χzzρ

(1 − χzρ)3
,

∂2x2

∂y2
1

=
−χzz(

∂x2
∂y1

− ∂ϕ
∂x1

) ∂ϕ
∂x1

ρ− χzρ
∂2ϕ
∂x2

1
− χz

∂ρ
∂x1

∂ϕ
∂x1

+ χz(
∂x2
∂y1

− ∂ϕ
∂x1

) ∂ρ
∂x1

+ χ ∂2ρ
∂x2

1

1 − χzρ
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−

[
χzz

(
∂x2

∂y1
−
∂ϕ

∂x1

)
ρ+ χz

∂ρ

∂x1

]
χzρ

∂ϕ
∂x1

− χ ∂ρ
∂x1

(1 − χzρ)2
.

As before we set

pi(y1, y2, t) = pi(x1, y2(x1, x2, t), t) = vi(x1, x2, t),

and equation (2.1) becomes

∂2vi

∂x2
1

+ 2
∂2vi

∂x1∂x2

∂x2

∂y1
+
∂2vi

∂x2
2

[(
∂x2

∂y1

)2

+

(
∂x2

∂y2

)2
]

+
∂vi

∂x2

[
∂2x2

∂y2
1

+
∂2x2

∂y2
2

]
= 0 in ΩiT . (2.41)

The free boundary Γ(t) in Problem (M) has the representation near O

Φρ(y, t) = −y2 + ϕ(y1) − ρ(y1, t) = 0, (2.42)

so that
∂Φρ

∂y1

dy1

dt
+
∂Φρ

∂y2

dy2

dt
= −

∂Φρ

∂t
, n =

∇yΦρ

|∇yΦρ|
,

and hence
Vn = ∇ypi · n =

ρt

|∇yΦρ|
.

On the other hand,
∂pi

∂n
= ∇ypi · n =

∇ypi

|∇yΦρ|
∇yΦρ.

So boundary condition (2.3), by using the relation ∇yΦρ = (ϕx1 − ρx1 ,−1), takes the
form

∂ρ

∂t
= −ki

[
(ϕx1 − ρx1)

(
∂vi

∂x1
−
∂vi

∂x2
ρx1

)
−
∂vi

∂x2

]
, i = 1, 2.

Since
∂vi

∂n
=
∂vi

∂x1

ϕx1√
1 + ϕ2

x1

−
∂vi

∂x2

1√
1 + ϕ2

x1

the another form of the previous equation is (i = 1, 2)

∂ρ

∂t
= −ki

[
∂vi

∂n

√
1 + ϕ2

x1
−

∂ρ

∂x1

(
∂vi

∂x1
+ (ϕx1 − ρx1)

∂vi

∂x2

)]
on ΓT . (2.43)

Boundary conditions (2.2) and (2.4) conserve their form

v1 − v2 = 0 ΓT , (2.44)
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vi = ψi(x) on ΓiT , (2.45)

and initial conditions are

vi(x, 0) = vi0(x), ρ(x1, 0) = 0. (2.46)

So, in this simple case the nonlinear problem is described by equations (2.41), (2.43)-
(2.46).

Since ρ(x1, 0) = 0 from (2.43) we get

∂ρ

∂t
|t=0 = −k1

∂v10
∂n

√
1 + ϕ2

x1
.

Let

m(x1, t) = −tk1
∂v10
∂n

√
1 + ϕ2

x1
≡ tm0(x)

and
ρ(x1, t) = σ(x1, t) +m(x1, t), (2.47)

such that

σ(x1, 0) = 0,
∂σ

∂t
|t=0 = 0.

Introduce the function

wi(x, t) = vi(x, t) − vi0(x), wi(x, 0) = 0. (2.48)

Next we rewrite equations (2.41), (2.43)-(2.46) in the terms of wi(x, t), σ(x1, t). Equation
(2.41) is transformed to

∂2wi

∂x2
1

+
∂2wi

∂x2
2

+ χ(z)
∂vi0

∂x2

∂2σ

∂x2
1

= g0i(wi, σ). (2.49)

Below we define the function g0i(wi, σ). The form of the left hand side here suggests one
more change of unknown functions

θi(x, t) = wi(x, t) + χ(z)
∂vi0

∂x2
σ(x1, t). (2.50)

This step explains the appearance of the last term on the right hand side in equation
(2.23).

Finally we have
∆θi = F0i(θi, σ) in ΩiT , i = 1, 2, (2.51)

where

F0i(θi, σ) ≡ g0i(θi, σ) −

(
χ
∂vi0

∂x2

)

x1x1

σ − 2

(
χ
∂vi0

∂x2

)

x1

σx1 −

(
χ
∂vi0

∂x2

)

x2x2

σ, (2.52)
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g0i(wi, σ) = −
∂2vi0

∂x2
1

− 2
∂2(vi0 + wi)

∂x1∂x2

∂x2

∂y1
−
∂2vi0

∂x2
2

[(
∂x2

∂y1

)2

+

(
∂x2

∂y2

)2
]

−
∂2wi

∂x2
2

[
−1 +

(
∂x2

∂y1

)2

+

(
∂x2

∂y2

)2
]
−
∂(vi0 + wi)

∂x2

(
∂2x2

∂y2
1

+
∂2x2

∂y2
2

)
+ χ

∂vi0

∂x2

∂2σ

∂x2
1

.

Remark 2.2 The function F0i(θi, σ) contains the higher derivatives of θi(x, t) and σ(x1, t)
with coefficients that tend to zero as t→ 0, "quadratic" terms with respect to θi(x, t) and
σ(x1, t), and their derivatives, and terms of minor differential orders of unknown func-
tions.

For example, the factor

[
−1 +

(
∂x2
∂y1

)2
+
(

∂x2
∂y2

)2
]

tends to zero as t→ 0 by the definition

of ∂x2
∂y1

, ∂x2
∂y2

, and the equation ρ(x, 0) = 0. It is easy to check that the coefficient under
σx1x1 in F0i(θi, σ) is

χ(z)
∂vi0

∂x2

(
1

1 − χz(m+ σ)
− 1

)
=
χ(z)χz(m+ σ)∂vi0

∂x2

1 − χz(m+ σ)

and vanishes as t → 0 due to (m(x1, t) + σ(x1, t)) → 0 as t→ 0.
Since w1(x, t) = w2(x, t) and χ(z) = 1 on ΓT , condition (2.2) takes the form

θ1(x, t) − θ2(x, t) =

(
∂v10
∂x2

−
∂v20
∂x2

)
σ. (2.53)

By simple calculations we transform equation (2.43) into

∂σ

∂t
= −ki

[
∂θi

∂n

√
1 + ϕ2

x1
−
∂σ

∂x1

∂vi0

∂x1
+ gi

]
, (2.54)

where

gi(θi, σ) = −σ
∂2vi0

∂n∂x2

√
1 + ϕ2

x1
+
√

1 + ϕ2
x1

∂vi0

∂n
+

∂σ

∂x1

∂vi0

∂x1
+

(
∂σ

∂x1
+
∂m

∂x1

)

×

[
∂2vi0

∂x2∂x1
σ −

∂(θi + vi0)

∂x1
+
∂vi0

∂x2
σx1

]
− (ϕx1 − σx1 −mx1)

×

(
∂(θi + vi0)

∂x2
−
∂2vi0

∂x2
2

σ

)(
∂σ

∂x1
+
∂m

∂x1

)
.

Remark 2.3 gi(θi, σ) satisfies to the same properties as F0i(θi, σ), i.e. gi(θi, σ) contains
minor terms, "quadratic" terms, and higher terms with small coefficients as t→ 0.
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In reality, (2.54) contains two conditions. First of them is

∂σ

∂t
= −k1

(
∂θ1
∂n

√
1 + ϕ2

x1
−

∂σ

∂x1

∂v10
∂x1

)
+ F1(θ1, σ), F1(θ1, σ) = −k1g1(θ1, σ), (2.55)

and second one is

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

−
1√

1 + ϕ2
x1

∂σ

∂x1

(
∂v10
∂x1

− k
∂v20
∂x1

)
=

1√
1 + ϕ2

x1

(kg2 − g1)

= F2(θ1, θ2, σ). (2.56)

Equations (2.51), (2.53), (2.55), and (2.56) correspond to (2.25)-(2.28) ones.
We will use equalities

∂σ

∂x1
=
√

1 + ϕ2
x1

∂σ

∂τ
,

∂v10
∂x2

−
∂v20
∂x2

=
1 − k

k

1√
1 + ϕ2

x1

∂v10
∂n

,

∂v10
∂x1

− k
∂v20
∂x1

=
1 − k√
1 + ϕ2

x1

∂v10
∂τ

,

where τ is a tangent vector to Γ; and the two last equalities follow from (2.17).
Summing our calculations we get the next problem. It is necessary to find the func-

tions θi(x, t), i = 1, 2, σ(τ, t) by conditions:

∂2θi

∂x2
1

+
∂2θi

∂x2
2

= F0i(θi, σ) in ΩiT , (2.57)

θ1(x, t) − θ2(x, t) =
1 − k

k

1√
1 + ϕ2

x1

∂v10
∂n

σ on ΓT , (2.58)

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

−
(1 − k)√
1 + ϕ2

x1

∂σ

∂τ

∂v10
∂τ

= F2(θ1, θ2, σ) on ΓT , (2.59)

∂σ

∂t
= −k1

√
1 + ϕ2

x1

(
∂θ1
∂n

−
∂σ

∂τ

∂v10
∂x1

)
+ F1(θ1, σ) on ΓT , (2.60)

θi(x, t) = 0 on ΓiT ,
∂θi

∂x1

∣∣
x1=0

= −
∂

∂x1
(χ[x2−ϕx1]σ(ω, t)∂vi0

∂x2
)
∣∣
x1=0

≡ F3(x, t, σ), (2.61)

σ(τ, 0) = 0,
∂σ(τ, t)

∂t
|t=0 = 0, θi(x, 0) = 0, (2.62)

where the functions F0i(θi, σ), F1(θ1, σ), F2(θ1, θ2, σ) are defined in (2.54), (2.55) and
(2.56) respectively, and as it follows from Remark 2.1 F3(x, t, σ) ≡ 0 for every (x, t) ∈ ΓT .
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Our next step is to get rid of ∂σ
∂τ at the left hand sides of equations (2.59) and (2.60).

To this end we introduce the functions

F̄1(θ1, σ) =
F1(θ1, σ)√

1 + ϕ2
x1

− k1
∂

∂τ

(
∂v10
∂n

(1 + ϕ2
x1

)−1/2

)(
ϕx1 +

∂v10
∂τ

∂v10
∂n

)
σ,

F̄2(θ1, θ2, σ) = F2(θ1, θ2, σ) − (1 − k)
∂

∂τ

(
∂v10
∂n

(1 + ϕ2
x1

)−1/2

) ∂v10
∂τ

∂v10
∂n

σ,

then conditions (2.59) and (2.60) can be rewritten as

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

−
(1 − k)√
1 + ϕ2

x1

∂σ

∂τ

∂v10
∂τ

− (1 − k)
∂

∂τ

(
∂v10
∂n

(1 + ϕ2
x1

)−1/2

) ∂v10
∂τ

∂v10
∂n

σ

= F̄2(θ1, θ2, σ) on ΓT , (2.63)

1√
1 + ϕ2

x1

∂σ

∂t
= −k1

∂θ1
∂n

+ k1
∂σ

∂τ

(
1√

1 + ϕ2
x1

∂v10
∂τ

+
ϕx1√

1 + ϕ2
x1

∂v10
∂n

)

+k1
∂

∂τ

(
∂v10
∂n

(1 + ϕ2
x1

)−1/2

)(
ϕx1 +

∂v10
∂τ

∂v10
∂n

)
σ + F̄1(θ1, σ) on ΓT . (2.64)

After that we get from (2.58) the following

∂σ

∂τ
=
k
√

1 + ϕ2
x1

(1 − k)∂v10
∂n

(
∂θ1
∂τ

−
∂θ2
∂τ

)
−

√
1 + ϕ2

x1

∂v10
∂n

∂

∂τ

(
∂v10
∂n

(1 + ϕ2
x1

)−1/2

)
σ.

Substituting this expression for ∂σ
∂τ into (2.63) and (2.64), we get

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

− k
∂v10
∂τ

∂v10
∂n

(
∂θ1
∂τ

−
∂θ2
∂τ

)
= F̄2(θ1, θ2, σ) on ΓT , (2.65)

1√
1 + ϕ2

x1

∂σ

∂t
= −k1

∂θ1
∂n

+
k2

1 − k

(
ϕx1 +

∂v10
∂τ

∂v10
∂n

)(
∂θ1
∂τ

−
∂θ2
∂τ

)
+F̄1(θ1, σ) on ΓT . (2.66)

After that we find the term k2
1−k

∂v10
∂τ

∂v10
∂n

(
∂θ1
∂τ − ∂θ2

∂τ

)
from (2.65) and substitute it into con-

dition (2.66), so we have

1 − k

k2

√
1 + ϕ2

x1

∂σ

∂t
=
∂θ1
∂n

−
∂θ2
∂n

+ ϕx1

(
∂θ1
∂τ

−
∂θ2
∂τ

)
+

1 − k

k2
F̄1(θ1, σ) −

F̄2

k
on ΓT .

Thus system (2.57)-(2.62) can be represented as

∂2θi

∂x2
1

+
∂2θi

∂x2
2

= F0i(θi, σ) in ΩiT , (2.67)
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θ1(x, t) − θ2(x, t) =
1 − k

k

1√
1 + ϕ2

x1

∂v10
∂n

σ on ΓT , (2.68)

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

− k
∂v10
∂τ

∂v10
∂n

(
∂θ1
∂τ

−
∂θ2
∂τ

)
= F̄2(θ1, θ2, σ) on ΓT , (2.69)

1 − k

k2

√
1 + ϕ2

x1

∂σ

∂t
=
∂θ1
∂n

−
∂θ2
∂n

+ϕx1

(
∂θ1
∂τ

−
∂θ2
∂τ

)
+

1 − k

k2
F̄1(θ1, σ)−

F̄2

k
on ΓT . (2.70)

θi(x, t) = 0 on ΓiT ,
∂θi

∂x1
|x1=0 = 0, (2.71)

σ(τ, 0) = 0,
∂σ(τ, t)

∂t
|t=0 = 0, θi(x, 0) = 0. (2.72)

Remark 2.4 As it follows from Remarks 2.2 and 2.3, the functions F0i(θi, σ), F̄1(θ1, σ)
and F̄2(θ1, θ2, σ) in a vicinity of the angle point O contain the higher derivatives of θi(x, t)
and σ(x1, t) with coefficients that tend to zero as t → 0, "quadratic" terms with respect
to θi(x, t) and σ(x1, t), and their derivatives, and terms of minor differential orders of
unknown functions. Moreover, the same results are saved outside the angle point O.

In the sequel we need a some different form of system (2.67)-(2.72). It deals with the
view of condition (2.70) which can be modified if we look for σt from condition (2.68)
and after that substitute this term into (2.70). Thus, after some simple calculations we
have the following system

∂2θi

∂x2
1

+
∂2θi

∂x2
2

= F0i(θi, σ) in ΩiT , (2.73)

θ1(x, t) − θ2(x, t) =
1 − k

k

1√
1 + ϕ2

x1

∂v10
∂n

σ on ΓT , (2.74)

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

− k
∂v10
∂τ

∂v10
∂n

(
∂θ1
∂τ

−
∂θ2
∂τ

)
= F̄2(θ1, θ2, σ) on ΓT , (2.75)

1

k1
∂v10
∂n

(
∂θ1
∂t

−
∂θ2
∂t

)
−

(
∂θ1
∂n

−
∂θ2
∂n

)
− ϕx1

(
∂θ1
∂τ

−
∂θ2
∂τ

)

=
1 − k

k2
F̄1(θ1, σ) −

F̄2

k
≡ ¯̄F1(θ1, θ2, σ) on ΓT , (2.76)

θi(x, t) = 0 on ΓiT ,
∂θi

∂x1
|x1=0 = 0, (2.77)

σ(τ, 0) = 0,
∂σ(τ, t)

∂t
|t=0 = 0, θi(x, 0) = 0. (2.78)
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3 Model problems

As is known in the Schauder method, to construct a model problem near the boundary
it is necessary to fix coefficients of the original problem at the boundary point and to
straighten, if it is necessary, the boundary in some vicinity of the fixed point.

3.1 A model problem near a corner point

Let now the such fixed point be the angle point in problem (2.67)-(2.72). Denote by

G1 = {(x1, x2) : x1 > 0,−∞ < x2 < x1 cot δ
2}, G1T = G1 × [0, T ],

G2 = {(x1, x2) : x1 > 0, x1 cot δ
2 < x2 <∞}, G2T = G2 × [0, T ],

g = {(x1, x2) : x1 > 0, x2 = x1 cot δ
2}, gT = g × [0, T ].

After some evident transformations to eliminate the unknown function σ(ω, t) (see (2.73)-
(2.78)) we obtain the model problem in a plane corner for functions u1(x, t), u2(x, t):

∂2ui

∂x2
1

+
∂2ui

∂x2
2

= 0 in GiT , ui(x, 0) = 0, i = 1, 2, (3.1)

r−1−γ

(
∂u1

∂t
−
∂u2

∂t

)
+

(
∂u1

∂n
−
∂u2

∂n

)
+ h

(
∂u1

∂r
−
∂u2

∂r

)
= f(r, t) on gT , (3.2)

∂u1

∂n
− k

∂u2

∂n
− kd1

(
∂u1

∂r
−
∂u2

∂r

)
= 0 on gT , (3.3)

∂u1

∂n
= 0, on {x1 = 0, x2 < 0} × [0, T ];

∂u2

∂n
= 0, on {x1 = 0, x2 > 0} × [0, T ], (3.4)

where r =
√
x2

1 + x2
2, 0 < k < 1, h = cot δ

2 , δ ∈ (0, π), d1 = ∂v01/dr
∂v01/dn |x1=x2=0, and γ is

the some positive number defined by (2.19). We have taken into account the asymptotic
behaviour of the function ∂v01

∂n as x → 0 in problem (2.17), ∂v01
∂n ∼ A3r

1+γ , A3 is a
negative constant, and then assumed without loss of generality that (−k1A3) = 1.

Note that problem (3.1)-(3.4) has been studied in the recent work [9] (see Section
3 there) where the one-valued solvability of this problem has been proved under more
general assumption on the constants. In our case we reformulate the results of Theorems
3.1 and 3.2 and Remark 4.1 from [9] as:

Theorem 3.1 Let α ∈ (0, 1) and

f(x, t) ∈ E1+α,α,α
s−1 (ḡT ), f(x, t) = 0 if either t < 0 or |x| > R0

for some positive R0, and
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i

s ∈

(
max{2 + 1/2,

b∗1
π−δ ,

a∗
1

π−δ},
5π

2π − δ

)
if δ ∈ (0, π/5),

ii

s ∈

(
max{ 2π

π−δ ,
b∗2

π−δ ,
a∗
2

π−δ},
5π

2π − δ

)
if δ ∈ (π/5, π/4),

where numbers b∗j and a∗j , j = 1, 2, are some positive constants depended on k, h, d1,
and δ. Then there exists a unique solution (u1, u2) of problem (3.1)-(3.4) such that
ui ∈ E2+α,α,α

s (ḠiT ) and the estimates hold:

2∑

i=1

{‖ui‖E2+α,α,α
s (ḠiT ) + ‖r−1−γ∂ui/∂t‖E1+α,α,α

s−1 (ḡT )} ≤ const.‖f‖E1+α,α,α
s−1 (ḡT ), (3.5)

2∑

i=1

‖ui‖E1+α,α,α
s (ḠiT )

≤ const.Tα∗−α max{1, Rα∗γ
0 }‖f‖

E1+α,α,α
s−1 (ḡT )

, (3.6)

where α < α∗ < 1.

As it is shown in [9] (see Theorem 2.1 and Remark 4.1 there), the results of Theorem
3.1 are saved in the case of the nonhomogeneous boundary value problem corresponding
(3.1)-(3.4)

∂2ui

∂x2
1

+
∂2ui

∂x2
2

= f0i in GiT , ui(x, 0) = 0, i = 1, 2, (3.7)

r−1−γ

(
∂u1

∂t
−
∂u2

∂t

)
+

(
∂u1

∂n
−
∂u2

∂n

)
+ h

(
∂u1

∂r
−
∂u2

∂r

)
= f(r, t) on gT , (3.8)

∂u1

∂n
− k

∂u2

∂n
− kd1

(
∂u1

∂r
−
∂u2

∂r

)
= f1 on gT , (3.9)

∂u1

∂n
= 0, on {x1 = 0, x2 < 0} × [0, T ];

∂u2

∂n
= 0, on {x1 = 0, x2 > 0} × [0, T ]. (3.10)

For the sake of convenience we reformulate this results as follows.

Theorem 3.2 Let s satisfy conditions i, ii from Theorem 3.1, f0i ∈ Eα,α,α
s−2 (ḠiT ), i =

1, 2, f1, f ∈ E1+α,α,α
s−1 (ḡT ), and f0i, f1, f = 0 if either t ≤ 0 or |x| > R0, for some positive

number R0. Then there exists a unique solution ui ∈ E2+α,α,α
s (ḠiT ), i = 1, 2, of problem

(3.7)-(3.10) and the estimate holds:

2∑

i=1

‖ui‖E2+α,α,α
s (ḠiT )

+ ‖r−1−γ(∂u1/∂t− ∂u2/∂t)‖E1+α,α,α
s−1 (ḡT )

≤ const.[

2∑

i=1

‖f0i‖Eα,α,α
s−2 (ḠiT ) + ‖f1‖E1+α,α,α

s−1 (ḡT ) + ‖f‖E1+α,α,α
s−1 (ḡT )]. (3.11)
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3.2 A model problem near a smooth part of the interface

We consider now the case when the fixed point x = x̃ is outward to ε0−vicinity of
the corner point O. Then some evident transformations in system (M2) of equations
(2.33)-(2.38) lead to the following problem in half spaces. Let

R2
+ = {(x1, x2) : x1 ∈ R1, x2 > 0}, R2

+T = R2
+ × (0, T );

R2
− = {(x1, x2) : x1 ∈ R1, x2 < 0}, R2

−T = R2
− × (0, T );

R2
±T = R2

± × (0, T ); R1
T = R1 × (0, T ); a0 = −

(
k1
∂v01
∂n

)−1 ∣∣
x=x̃

.

We search a solution (u+(x1, x2, t), u−(x1, x2, t)) bounded at the infinity by the conditions

∆xu± = f±0 in R2
±T ; u±(x1, x2, 0) = 0, x ∈ R2

±; (3.12)

a0

(
∂u−
∂t

−
∂u+

∂t

)
+

(
∂u−
∂n

−
∂u+

∂n

)
+ a1

(
∂u−
∂x1

−
∂u+

∂x1

)
= f1, (x, t) ∈ R1

T ; (3.13)

∂u−
∂n

− k
∂u+

∂n
− ka2

(
∂u−
∂x1

−
∂u+

∂x1

)
= f2, (x, t) ∈ R1

T ; (3.14)

where ∆x is the Laplace operator with respect to (x1, x2); n is the normal to R1 directed
in R2

−; ai, i = 0, 1, 2, are some given constants, a1 ≥ 0; f±0 , fi, i = 1, 2, are the given
functions such that

f±0 , f1, f2 = 0, if either t ≤ 0 or |x| > R0, (3.15)

for some positive number R0. We suppose that condition (2.20) holds so that a0 > 0. It
can be checked that if x̃ is outward 2ε0−vicinity of the point O, then ai ≡ 0, i = 1, 2.

In the case of ai = 0, i = 1, 2, problem (3.12)-(3.14) has been studied by F. Yi [30]
and the one-valued solvability of the problem was proved in the class C2+α

T (R2
±) =

C([0, T ];C2+α(R2
±)), α ∈ (0, 1). Here we will prove the one-to-one solvability of (3.12)-

(3.14) in the class E2+α,α,α if ai 6= 0, i = 1, 2.
First of all we study problem (3.12)-(3.14) in the special case

f±0 = f2 ≡ 0, (3.16)

and construct the integral representation to the solution (u+(x1, x2, t), u−(x1, x2, t)). We
denote by ũ(λ, x2, t) the Fourier transformation of the function u(x1, x2, t), and by û(·, ν)

the Laplace transformation of u(·, t), and use the notation ” ∗ ” instead of ” ̂̃ ”. After
applying of the Fourier and Laplace transformations to problem (3.12)-(3.14), we get

∂2u∗±
∂x2

2

− λ2u∗± = 0, u∗±(λ, x2, 0) = 0; (3.17)
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νa0[u
∗
−(λ, x2, ν) − u∗+(λ, x2, ν)] −

∂
∂x2

[u∗−(λ, x2, ν) − u∗+(λ, x2, ν)]

+ia1λ[u∗−(λ, x2, ν) − u∗+(λ, x2, ν)] = f∗1 (λ, ν) on x2 = 0; (3.18)

∂u∗
−(λ,x2,ν)

∂x2
− k

∂u∗
+(λ,x2,ν)

∂x2
+ ika2λ[u∗−(λ, x2, ν) − u∗+(λ, x2, ν)] = 0 on x2 = 0. (3.19)

To satisfy equations in (3.17) we set

u∗−(λ, x2, ν) = M−(λ, ν)e|λ|x2 , u∗+(λ, x2, ν) = M+(λ, ν)e−|λ|x2 ;

and to find the unknown functions M−, M+, we have two transmission equations (3.18)
and (3.19). It is easy to show that

M−(λ, ν) = −k
|λ| − ia2λ

|λ| + ika2λ
M+(λ, ν), and M+(λ, ν)

[
1 + k

|λ| − ia2λ

|λ| + ika2λ

]

×


−νa0 − ia1λ− |λ|

1 − k |λ|−ia2λ
|λ|+ika2λ

1 + k |λ|−ia2λ
|λ|+ika2λ


 = f∗1 (λ, ν).

Thus, after some simple calculations in the last equation, one can get

M+(λ, ν) =
1

Q(λ, ν)

1 + ika2
λ
|λ|

k + 1
f∗1 (λ, ν), (3.20)

M−(λ, ν) = −
1

Q(λ, ν)

k
(
1 − ia2

λ
|λ|

)

k + 1
f∗1 (λ, ν), (3.21)

where

Q(λ, ν) = −νa0 +
k − 1

k + 1
|λ| − iλ

(
a1 +

2ka2

1 + k

)
. (3.22)

Note that if condition(2.20) holds, then −a0 < 0 and ReQ(λ, ν) < 0 in the case of
Reν > 0 and Imλ = 0. Hence, the function 1

Q(λ,ν) does not have any singularities in the
pointed out case.

Let

F ∗
+(λ, ν) = −

f∗1 (λ, ν)

a0(k + 1)

(
1 + ika2

λ

|λ|

)
, F ∗

−(λ, ν) =
kf∗1 (λ, ν)

a0(k + 1)

(
1 − ia2

λ

|λ|

)
,

Q1(λ, ν) = ν +A1|λ| + iA2λ, (3.23)

where A1 = 1−k
a0(k+1) and A2 = 1

a0

(
a1 + 2ka2

1+k

)
. Then functions M+ and M− can be

rewritten as

M+(λ, ν) =
F ∗

+(λ, ν)

Q1(λ, ν)
, M−(λ, ν) =

F ∗
−(λ, ν)

Q1(λ, ν)
;
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and the solution (u∗+, u
∗
−) is

u∗+(λ, x2, ν) =
F ∗

+(λ, ν)

Q1(λ, ν)
e−|λ|x2, u∗−(λ, x2, ν) =

F ∗
−(λ, ν)

Q1(λ, ν)
e|λ|x2. (3.24)

Thus after the inverse Laplace and Fourier transformations, the solution (u∗−, u
∗
+) is

represented as

u±(x1, x2, t) =

t∫

0

dτ

+∞∫

−∞

F±(x1 − ξ, t− τ)K±(ξ, x2, τ)dξ, (3.25)

where K±(x1, x2, t) is the inverse Fourier and Laplace transformations of the function
e±|λ|x2

Q1(λ,ν) . Introduce the notation

K+(x1, 0, t) = K−(x1, 0, t) := K(x1, t). (3.26)

As for the functions F±(x1, t), they are the inverse Fourier and Laplace transfor-
mations of F ∗

±(λ, ν). The results of Privalov’s theorem for the singular integral (see e.g.
Theorem 15.3 in [11] or Theorem 3.1.1 in [10]) together with the properties of the function
f1(x1, t) give the following

‖F±‖E1+α,α,α(R1
T )

≤ const.‖f1‖E1+α,α,α(R1
T )
. (3.27)

To estimate the functions u±(x1, x2, t), it is necessary the following properties of the
kernel K(x1, t).

Lemma 3.1 Let α ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ], ∆x = x̄1 − x1 for every x̄1, x1 ∈ R1, then the
following holds

i

K(x1, t) =
2

A1t

(
1 +

[
x1−A2t

A1t

]2) , K(x1, t) > 0; (3.28)

ii
t∫

0

dτ

+∞∫

−∞

∂lK(y, τ)

∂yl
dy =

{
2πt, l = 0;
0, l > 0;

(3.29)

iii

I1 :=

t∫

0

dτ

+∞∫

−∞

|y|α
∣∣∣∣
∂K(y, τ)

∂y

∣∣∣∣ dy ≤ const.tα; (3.30)
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iv

I2 :=

t∫

0

dτ

∫

|y−A2τ |<2|∆x|

|y|α
∣∣∣∣
∂K(y, τ)

∂y

∣∣∣∣ dy ≤ const.|∆x|α; (3.31)

v

I3 := |∆x|

t∫

0

dτ

∫

|y−A2τ |>2|∆x|

|y|α
∣∣∣∣
∂2K(y, τ)

∂y2

∣∣∣∣ dy ≤ const.|∆x|α. (3.32)

The proof of this lemma is technically tedious and we represent it in the Appendix.

Remark 3.1 By using the method of the proof of Lemma 3.1, it is not difficult to get
the analogous results for the function K±(x1, x2, t).

Thus standard arguments of Chapter 4 [22] together with Lemma 3.1, Remark 3.1
and estimate (3.27) after routine calculations lead to inequalities

‖u±‖E2+α,α,α(R2
±T )

+ ‖∂u±

∂t ‖
E1+α,α,α(R1

T )
≤ const.‖f1‖E1+α,α,α(R1

T )
,

‖u±‖E1+α,α,α(R2
+T )

≤ const.Tα∗−α‖f1‖E1+α,α,α(R1
T )
, (3.33)

where 0 < α < α∗ ≤ 1. Note that in the case of f±0 = f2 = 0 the uniqueness of
the solution (u−(x, t), u+(x, t)) to problem (3.12)-(3.14) follows immediately from the
first inequality in (3.33). Therefore, in the case of (3.16) the one-valued solvability of
problem (3.12)-(3.13) has been proved and the corresponding coercive estimates has been
obtained. To extend this results onto the general case, i.e. f±0 6= 0, f2 6= 0, we look for
the solution of problem (3.12)-(3.13) in the form:

u±(x, t) = ū±(x, t) + ¯̄u±(x, t),

where ū±(x, t) is the solution of the transmission problem:

∆ū± = f±0 in R2
±T , ū±(x, 0) = 0, x ∈ R2

±;

ū+ = ū−,
∂ū−
∂n

− k
∂ū+

∂n
= f2, (x, t) ∈ R1

T ; (3.34)

and ¯̄u±(x, t) is the solution of problem (3.12)-(3.13) in the case (3.16) with some new
right hand side f1.

As for ū±(x, t), we apply the well known results from [27] which give

‖ū±‖C2+α(R2
±T )

≤ const.[‖f±0 ‖
Cα(R2

±T )
+ ‖f2‖C1+α(R1

T )
]. (3.35)

The corresponding smoothness of the functions ū±(x, t) with respect to t is obtained if
one considers problem (3.34) for the functions U± = ū±(x, t1)− ū±(x, t2) with new right
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hand sides: f̄±0 = f±0 (x, t1)− f
±
0 (x, t2); f̄2 = f2(x, t1)− f2(x, t2). Inequality (3.35) in the

case of functions U± together with properties of the functions f±0 , f2 lead to estimate

‖ū±‖E2+α,α,α(R2
±T )

≤ const.[‖f±0 ‖
Cα,α,α(R2

±T )
+ ‖f2‖C1+α,α,α(R1

T )
]. (3.36)

Moreover, as it follows from the third condition in (3.34)

∂ū−
∂t

−
∂ū+

∂t
= 0 if (x, t) ∈ R1

T . (3.37)

Thus, the all written above proves the following results.

Theorem 3.3 Let α ∈ (0, 1), f±0 ∈ Eα,α,α(R2
±T ), fi ∈ E1+α,α,α(R1

T ), i = 1, 2, and

condition (3.15) hold. Then there exists a unique solution u±(x, t) ∈ E2+α,α,α(R2
±T ) of

problem (3.12)-(3.14) and the estimate is true

‖u+‖E2+α,α,α(R2
+T )

+ ‖u−‖E2+α,α,α(R2
−T )

+ ‖∂u−

∂t − ∂u+

∂t ‖
E1+α,α,α(R1

T )

≤ c[‖f+
0 ‖

Cα,α,α(R2
+T )

+ ‖f−0 ‖
Cα,α,α(R2

−T )
+ ‖f1‖E1+α,α,α(R1

T )
+ ‖f2‖C1+α,α,α(R1

T )
], (3.38)

where c is a positive constant which is independent of the right hand sides in (3.12)-(3.14).
Moreover, if in addition condition (3.16) holds, then inequities (3.33) takes place.

4 The linear problem

As it follows from (2.33)-(2.38), the linear system corresponding to nonlinear system
(2.39), where the right hand side are some fixed functions, has the form

∂2θi

∂x2
1

+
∂2θi

∂x2
2

= f0i(x, t) in ΩiT , (4.1)

θ1(x, t) − θ2(x, t) = A(x)σ on ΓT , (4.2)

∂σ

∂t
= −k1a(x)

∂θ1
∂n

− k1A1(x)

(
∂θ1
∂ω

−
∂θ2
∂ω

)
+ f1(x, t) on ΓT , (4.3)

∂θ1
∂n

− k
∂θ2
∂n

+A2(x)

(
∂θ1
∂ω

−
∂θ2
∂ω

)
= f2(x, t) on ΓT , (4.4)

∂θi

∂x1
|x1=0 = 0, θi(x, t) = 0 on ΓiT , (4.5)

σ(ω, 0) = 0, θi(x, 0) = 0. (4.6)

Here f0i(x, t), fi(x, t), a(x), A(x), A1(x), A2(x) are some given functions A(x) < 0, and

f0i(x, 0) = 0, x ∈ Ωi, i = 1, 2, fj(x, 0) = 0, x ∈ Γ, j = 1, 2. (4.7)
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In the 2ε0−vicinity of the corner point O the coefficients a(x), A(x), A1(x), A2(x) can
be represented as (see (2.65), (2.66) and (2.68))

A(x) =
1 − k

k

1√
1 + ϕ2

x1

∂v10
∂n

, A1(x) =
k2

k − 1

√
1 + ϕ2

x1

[
∂v10
∂ω

∂v10
∂n

+ ϕx1

]
,

a(x) =
√

1 + ϕ2
x1
, A2(x) = −k

∂v10
∂ω

∂v10
∂n

(4.8)

where (see (2.18)) if x→ O

∂v10
∂n

|ΓT
∼ A3r

1+γ ,
∂v10
∂ω

|ΓT
∼ A4r

1+γ , (4.9)

where γ is given with (2.19); A3 and A4 are nonzero constants, A3 < 0. As it follows
from (2.18),

a(x), Ai(x) ∈ C2+α(Γ̄), i = 1, 2, and A(x) ∈ E2+α
1+γ (Γ̄). (4.10)

We introduce the functional spaces HD and HR (so that z ∈ HD, F̄(z) ∈ HR) by

HD = E2+α,α,α
s (Ω̄1T ) × E2+α,α,α

s (Ω̄2T ) ×N2+α
s,γ (Γ̄T ),

HR = Eα,α,α
s−2 (Ω̄1T ) ×Eα,α,α

s−2 (Ω̄2T ) × E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ) ×E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T ),

and

‖z‖HD
= ‖(θ1, θ2, σ)‖HD

= ‖θ1‖E2+α,α,α
s (Ω̄1T ) + ‖θ2‖E2+α,α,α

s (Ω̄2T ) + ‖σ‖N2+α
s,γ (Γ̄T ),

‖F̄(z)‖HR
= ‖(f01, f02, f1, f2)‖HR

= ‖f01‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄1T ) + ‖f02‖Eα,α,α

s−2 (Ω̄2T )

+‖f1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T )

+ ‖f2‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T )

.

Theorem 4.1 Let (f01, f02, f1, f2) ∈ HR with α ∈ (0, 1/2) and s satisfy conditions i, ii
from Theorem 2.1, conditions (2.20) and (4.7)-(4.10) hold. Then for some T there exists
a unique solution (θ1, θ2, σ) ∈ HD to problem (4.1)-(4.6) for t ∈ [0, T ] and

‖(θ1, θ2, σ)‖HD
≤ const.‖(f01, f02, f1, f2)‖HR

(4.11)

with the constant is independent of the functions f01, f02, f1, f2.

For the sake of simplicity, we represent the proof of Theorem 4.1 in the case of
Γ = Γ(0) is described by the equation x2 = x1 tan β in the 2ε0-vicinity of the corner
point O. This theorem in general case (x2 = ϕ(x1)) is proved with the same way and
with the arguments and transformations from [5] and [29].
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Using the results from [8], we can reduce problem (4.1)-(4.6) to the similar one with
f01 = f02 = f2 = 0 and some new function f1(x, t) ∈ E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T ). Indeed, let

θi(x, t) = θ̄i(x, t) + ¯̄θi(x, t), (4.12)

where (¯̄θ1(x, t),
¯̄θ2(x, t)) is the solution of the problem

∂2 ¯̄θi

∂x2
1

+
∂2 ¯̄θi

∂x2
2

= f0i(x, t) in ΩiT ,

¯̄θ1(x, t) −
¯̄θ2(x, t) = 0,

∂ ¯̄θ1
∂n

− k
∂ ¯̄θ2
∂n

= f2(x, t) on ΓT ,

∂ ¯̄θi

∂x1
|x1=0 = 0, ¯̄θi(x, t) = 0 on ΓiT ,

¯̄θi(x, 0) = 0. (4.13)

Transmission problem (4.13) as follows from Theorem 1.1 and Remark 3.1 [8] has a unique
solution ¯̄θi(x, t) ∈ E

2+α
s (Ω̄iT ), i = 1, 2, and

‖¯̄θ1‖E2+α
s (Ω̄1T ) + ‖¯̄θ2‖E2+α

s (Ω̄2T ) ≤ const.(‖f01‖Eα
s−2(Ω̄1T )

+‖f02‖Eα
s−2(Ω̄2T ) + ‖f2‖E1+α

s−1 (Γ̄T )) (4.14)

where s satisfies the conditions from Theorem 4.1.
As for estimates of ¯̄θi, i = 1, 2, with respect to t, they are a simple consequence of

(4.14), if we consider problem (4.13) for the functions [¯̄θi(x, t1) −
¯̄θi(x, t2)], i = 1, 2, and

use the properties of the right hand side. Thus, we have

‖¯̄θ1‖E2+α,α,α
s (Ω̄1T ) + ‖¯̄θ2‖E2+α,α,α

s (Ω̄2T ) ≤ const.(‖f01‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄1T )

+‖f02‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄2T ) + ‖f2‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T )). (4.15)

For the functions θ̄i(x, t), i = 1, 2, we get

∂2θ̄i

∂x2
1

+
∂2θ̄i

∂x2
2

= 0 in ΩiT , (4.16)

θ̄1(x, t) − θ̄2(x, t) −A(x)σ = 0 on ΓT , (4.17)

∂σ

∂t
+ k1a(x)

∂θ̄1
∂n

+ k1A1(x)

(
∂θ̄1
∂ω

−
∂θ̄2
∂ω

)

= f1(x, t) − k1a(x)
∂ ¯̄θ1
∂n

≡ f̄1(x, t) on ΓT , (4.18)

∂θ̄1
∂n

− k
∂θ̄2
∂n

+A2(x)

(
∂θ̄1
∂ω

−
∂θ̄2
∂ω

)
= 0 on ΓT , (4.19)
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∂θ̄i

∂x1
|x1=0 = 0, θ̄i(x, t) = 0 on ΓiT , (4.20)

σ(ω, 0) = 0, θ̄i(x, 0) = 0. (4.21)

Note that due to (4.15) and the properties of the function f1(x, t) the function f̄1(x, t)
belongs to E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T ) and f̄1(x, 0) = 0.
So it is enough to prove Theorem 4.1 for problem (4.16)-(4.21). This proof consists in

two parts. The first of them is a solvability of problem (4.16)-(4.21) which is done with
the technique of the regularizer for parabolic systems taken from [22]. As for uniqueness
of the solutions (this is the second part of the proof of this theorem), one is deduced by
the corresponding a priori estimates.

To show the solvability of system (4.16)-(4.21), we reduce one, like [24] or [21], to the
following nonlocal equation

Lσ = f̄1 on ΓT , σ|t=0 = 0 on Γ. (4.22)

The operator L is constructed in the next way. Let σ is given in equation (4.17). Then
equations (4.16), (4.17), (4.19)-(4.21) formulate the transmission problem for the func-
tions θ1 and θ2. The solution of this transmission problem can be used in equation (4.18).
Thus Lσ is given by the left hand side of (4.18).

A nonlocal character of system (4.22) causes difficulties which require technical tricks
related to a suitable localization. As well as either Chapter 4 from [22] or Section 2
from [24], or Section 4 from [21], we introduce the two collections of open sets: {ωm

i }
and {Ωm

i }, i = 1, 2, such that

ω̄m
i ⊂ Ωm

i ⊂ Ω̄i, ∪mω
m
i = ∪mΩm

i = Ω̄i,

ωm
i = Bλ/2(x

m) ∩ Ω̄i; Ωm
i = Bλ(xm) ∩ Ω̄i

withm = 1, ..., N0 and Bλ(xm), Bλ/2(x
m) are balls with the center in xm and the radiuses

of λ and λ/2 correspondingly. Denote by Γm = Γ ∩ Bλ(xm), and Γm
i = Γi ∩ Bλ(xm),

i = 1, 2. The index m belongs to one of two sets:

m ∈M if Ω̄m
i ∩ Γ = ∅ and m ∈ N if ω̄m

i ∩ Γ 6= ∅.

We say, that m ∈ N1 if m belongs to N and Γm ∩ Bε0(0) 6= ∅ (Bε0(0) is the ball with
the center in O and the ε0 radius), and N2 = N\N1. Moreover, N2 = N21 ∪N22, where
m ∈ N21 if m ∈ N2 and Γm ∩ B2ε0(0) 6= ∅ (B2ε0(0) is the ball with the center in O and
the 2ε0 radius).

The covering {ωm
i } and {Ωm

i }, i = 1, 2, define a partition of unity for the domains
Ωi. Let ξm

i : Ωi → [0, 1], i = 1, 2, be a smooth function such that

ξm
i = 1, if x ∈ ωm

i , ξ
m
i = 0, if x ∈ Ωi\Ω

m
i , ξ

m
i ∈ (0, 1), if x ∈ Ωm

i \ωm
i ,
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and |∇|l|ξm
i | ≤ const.λ−|l|, 1 ≤

∑
m

(ξm
i )2 ≤ M0. By using functions ξm

i , we define the

function

ηm
i =

ξm
i∑

j
(ξj

i )
2
.

By the properties of the functions ξm
i , the functions ηm

i vanish for x ∈ Ωi\Ω
m
i ; in addition,

|∇|l|ηm
i | ≤ const.λ−|l|.

The functions ηm
i ξ

m
i define the partition of unity by the following formula

∑

m

ηm
i ξ

m
i = 1, i = 1, 2.

Note that if m ∈ N , we can choose the same functions ξm for both i = 1 and i = 2,
and thus ηm

1 = ηm
2 ≡ ηm, m ∈ N .

For each m ∈ N we pick out one point xm ∈ ωm
i ∩ Γ which will be the origin of the

local coordinate system. The description of this system can be found in Chapter 4 [22],
Section 2 [24].

We introduce local coordinate systems connected with each point xm, m ∈ N2. Let
the curve Γ be described with y2 = Ψm(y1) in a small vicinity of the every point xm,
m ∈ N2, and

y = B(m)(x− xm),

∣∣∣∣
∂Ψm

∂y1

∣∣∣∣ ≤ const.λ, (4.23)

where B(m) = (B
(m)
ij )i,j=1,2 is an orthogonal matrix. After that the local "flatness" of

the boundary is made with the change of variables

z1 = y1, z2 = y2 − Ψm(y1), m ∈ N22; z1 = y1, z2 = y2, m ∈ N21. (4.24)

Thus, the variables (x1, x2) connect with (z1, z2) by the maps Zm (see (4.23), (4.24)),
such that

x = Zm(z), and z = Z−1
m (x), m ∈ N2.

Definition 4.1 An operator

R : E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ) → N2+α

s,γ (Γ̄T )

such that
Rf̄1 =

∑

m∈N

ηmsm (4.25)

is called a regularizer where sm is a solution of the following problems: if m ∈ N1, then

∂2w̄m
i

∂x2
1

+
∂2w̄m

i

∂x2
2

= 0 in GiT ,
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w̄m
1 (x, t) − w̄m

2 (x, t) −Amsm = 0 on gT ,

∂sm

∂t
+ k1a

m ∂w̄
m
1

∂n
+ k1A

m
1

(
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

)
= f̄m

1 (x, t) on gT ,

∂w̄m
1

∂n
− k

∂w̄m
2

∂n
+Am

2

(
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

)
= 0 on gT ,

∂w̄m
1

∂n
= 0, on {x1 = 0, x2 < 0} × [0, T ];

∂w̄m
2

∂n
= 0, on {x1 = 0, x2 > 0} × [0, T ],

sm(ω, 0) = 0, w̄m
i (x, 0) = 0, (4.26)

where GiT and gT are defined in Subsection 3.1;
if m ∈ N2, then sm(ω(x), t) := ŝm(ω̂(Z−1

m (x)), t) and

∂2ŵm
i

∂z2
1

+
∂2ŵm

i

∂z2
2

= 0 in R2
±T ,

ŵm
1 (z, t) − ŵm

2 (z, t) −Amŝm = 0 on R1
T ,

∂ŝm

∂t
+ k1a

m ∂ŵ
m
1

∂n̂
+ k1A

m
1

(
∂ŵm

1

∂ω̂
−
∂ŵm

2

∂ω̂

)
= f̂m

1 (z, t) on R1
T ,

∂ŵm
1

∂n̂
− k

∂ŵm
2

∂n̂
+Am

2

(
∂ŵm

1

∂ω̂
−
∂ŵm

2

∂ω̂

)
= 0 on R1

T ,

ŝm(ω, 0) = 0, ŵm
i (z, 0) = 0, (4.27)

where ω̂ := ω̂(z) and n̂ := n̂(z) are the unit vectors with the coordinates {1, 0} and
{0,−1}, correspondingly, in the plane R2, i.e. ∂

∂n̂ = − ∂
∂z2

and ∂
∂ω̂ = ∂

∂z1
. Here

f̄m
1 = f̄1ξ

m, f̂m
1 (z, t) = f̄m

1 (Zm(z), t), am = a(xm), Am
i = Ai(x

m), i = 1, 2;

Am = A(xm) ≤ 0, if m ∈ N2, and for m ∈ N1 A
m = r1+γÃm,

Ãm =
1 − k

k

1√
1 + ϕ2

x1
(xm)

A3, (4.28)

where A3 is a negative constant from (4.9).

Note that after simple transformations like them from Subsection 2.4 (see (2.65)-
(2.78)), the results Section 3 are applied to the solutions of problems (4.26) and (4.27).

The operator R enables to construct an inverse operator to L by the methods from
Section 4 [21]. First we need the following result.
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Lemma 4.1 Let conditions of Theorem 4.1 hold, and F̄(z) = (0, 0, f̄1, 0), f̄1(x, t) ∈
E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T ), f̄1(x, 0) = 0, then

LRf̄1 = f̄1 + T f̄1, (4.29)

and the norm of the operator T is small and controlled by a quantity C(λ, T ). If the time
interval and λ tend to zero, C(λ, T ) vanishes.

Proof. We will use below the notation w̄m
i (x, t) := ŵm

i (Z−1
m (x), t), n := n̂(Z−1

m (x)),
ω := ω̂(Z−1

m (x)) m ∈ N2.
Let us introduce the auxiliary functions

vi
f̄1

=
∑

m∈N

ηmw̄m
i , i = 1, 2, (4.30)

which is the solution of the following transmission problem

∆xv
i
f̄1

=
∑

m∈N

[2∇xη
m∇xw̄

m
i + w̄m

i ∆xη
m] +

∑

m∈N22

ηm∆xw̄
m
i (x) ≡ g0i in ΩiT , (4.31)

v1
f̄1

− v2
f̄1

=
∑

m∈N

Amsmηm =
∑

m∈N

[Am −A(x)]smηm +A(x)
∑

m∈N

smηm

=
∑

m∈N

[Am −A(x)]smηm +A(x)Rf̄1 ≡ g1 on ΓT , (4.32)

∂v1
f̄1

∂n
− k

∂v2
f̄1

∂n
= −

∑

m∈N

Am
2

[
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

]
ηm +

∑

m∈N

[w̄m
1 − kw̄m

2 ]
∂ηm

∂n

= −A2(x)
∑

m∈N

[
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

]
ηm +

∑

m∈N

[A2(x) −Am
2 ]

[
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

]
ηm

+
∑

m∈N

[w̄m
1 − kw̄m

2 ]
∂ηm

∂n
≡ g2 on ΓT , (4.33)

vi
f̄1

= 0 on ΓiT , vi
f̄1

(x, 0) = 0. (4.34)

As for solvability of problem (4.31)-(4.34), we can apply results of Theorem 1.1 and
Remark 3.1 from [8] and obtain the existence of a unique solution (v1

f̄1
, v2

f̄1
)

2∑

i=1

‖vi
f̄1
‖E2+α

s (Ω̄iT ) ≤ const.[
2∑

i=1

‖g0i‖Eα
s−2(Ω̄iT ) + ‖g1‖E2+α

s (Γ̄T ) + ‖g2‖E1+α
s−1 (Γ̄T )].
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To estimate the functions vi
f̄1

, i = 1, 2, with respect to t, we consider system (4.30)-(4.34)

for the difference [vi
f̄1

(x, t1)−v
i
f̄1

(x, t2)] with the corresponding right hand side and obtain

2∑

i=1

‖vi
f̄1
‖

E2+α,α,α
s (Ω̄iT )

≤ const.[
2∑

i=1

‖g0i‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄iT )

+‖g1‖E2+α,α,α
s (Γ̄T )

+ ‖g2‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T )

]. (4.35)

Now we study the action of the operator L onto Rf̄1:

LRf̄1 =
∂Rf̄1

∂t
+ k1a(x)

∂θ̄1
∂n

+ k1A1(x)

[
∂θ̄1
∂ω

−
∂θ̄2
∂ω

]

=
∑

m∈N

ηm ∂s
m

∂t
+ k1a(x)

∂θ̄1
∂n

+ k1A1(x)

[
∂θ̄1
∂ω

−
∂θ̄2
∂ω

]
, (4.36)

and next making use the third conditions in (4.26) and (4.27), we have

∑

m∈N

ηm ∂s
m

∂t
=
∑

m∈N1

ηmf̄m
1 (x, t) − k1

∑

m∈N1

Am
1

[
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

]
ηm

−k1

∑

m∈N1

amηm ∂w̄
m
1

∂n
− k1

∑

m∈N2

Am
1

[
∂ŵm

1 (z, t)

∂ω̂
−
∂ŵm

2 (z, t)

∂ω̂

]
|z=Z−1

m (x)η
m

+
∑

m∈N2

ηmf̂m
1 (Z−1

m (x), t) − k1

∑

m∈N2

amηm ∂ŵ
m
1 (z, t)

∂n̂
|z=Z−1

m (x) = f̄1

−k1

∑

m∈N1

Am
1

[
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

]
ηm − k1

∑

m∈N1

amηm ∂w̄
m
1

∂n
− k1

∑

m∈N2

amηm

×
∂ŵm

1 (z, t)

∂n̂
|z=Z−1

m (x) − k1

∑

m∈N2

Am
1

[
∂ŵm

1 (z, t)

∂ω̂
−
∂ŵm

2 (z, t)

∂ω̂

]
|z=Z−1

m (x)η
m.

We substitute the value of
∑

m∈N
ηm ∂sm

∂t into (4.36) and

LRf̄1 = f̄1 + k1a(x)

[
∂θ̄1
∂n

−
∂v1

f̄1

∂n

]
+ k1A1(x)

[
∂θ̄1
∂ω

−
∂v1

f̄1

∂ω

]

+k1a(x)
∑

m∈N

w̄m
1

∂ηm

∂n
− k1A1(x)

[
∂θ̄2
∂ω

−
∂v2

f̄1

∂ω

]
+ k1A1(x)

∑

m∈N

[w̄m
1 − w̄m

2 ]
∂ηm

∂ω
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+k1

∑

m∈N

[A1(x) −Am
1 ]

[
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

]
ηm + k1

∑

m∈N

[a(x) − am]
∂w̄m

1

∂n
ηm + k1

∑

m∈N2

Am
1

×ηm

[
∂w̄m

1 (x, t)

∂ω
−
∂w̄m

2 (x, t)

∂ω
−
∂ŵm

1 (z, t)

∂ω̂
|z=Z−1

m (x) +
∂ŵm

2 (z, t)

∂ω̂
|z=Z−1

m (x)

]

+k1

∑

m∈N2

amηm

[
∂w̄m

1 (x, t)

∂n
−
∂ŵm

1 (z, t)

∂n̂
|z=Z−1

m (x)

]
. (4.37)

To evaluate the right hand side of (4.37), we describe the properties of the functions
(θ̄i − vi

f̄1
), i = 1, 2.

Let
Ui(x, t) := θ̄i − vi

f̄1
, (x, t) ∈ Ω̄iT ,

then the simple calculations give (if one takes into account (4.16)-(4.21) and (4.31)-(4.33);
and puts σ =

∑
m∈N

ηmsm in (4.17) as we consider LRf̄1 now)

∆xUi = −g0i(x, t) in ΩiT , (4.38)

U1 − U2 =
∑

m∈N

[A(x) −Am]smηm ≡ ḡ1(x, t) on ΓT , (4.39)

∂U1

∂n
− k

∂U2

∂n
= A2(x)

[
∂U1

∂ω
−
∂U2

∂ω

]
−A2(x)

∑

m∈N

[w̄m
1 − w̄m

2 ]
∂ηm

∂ω

−
∑

m∈N

[w̄m
1 − kw̄m

2 ]
∂ηm

∂n
+
∑

m∈N

ηm[A2(x) −Am
2 ]

[
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

]

= A2(x)
∂ḡ1
∂ω

−A2(x)
∑

m∈N

[w̄m
1 − w̄m

2 ]
∂ηm

∂ω
−
∑

m∈N

[w̄m
1 − kw̄m

2 ]
∂ηm

∂n

+
∑

m∈N

ηm[A2(x) −Am
2 ]

[
∂w̄m

1

∂ω
−
∂w̄m

2

∂ω

]
≡ ḡ2(x, t) on ΓT , (4.40)

Ui = 0 on ΓiT , Ui(x, 0) = 0. (4.41)

The one-valued solvability of transmission problem (4.38)-(4.41) and the estimates of
the solution follow from results of Theorem 1.1 and Remark 3.1 [8],

2∑

i=1

‖Ui‖E2+α,α,α
s (Ω̄iT ) ≤ const.[

2∑

i=1

‖g0i‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄iT )

+‖ḡ1‖E2+α,α,α
s (Γ̄T ) + ‖ḡ2‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T )]. (4.42)

As for the estimate of the right hand side of (4.42), we have got
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2∑

i=1

‖g0i‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄iT ) + ‖ḡ1‖E2+α,α,α

s (Γ̄T ) + ‖ḡ2‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ) ≤ C(T, λ)‖f̄1‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T )

(4.43)
with 0 < C(T, λ) << 1 as λ→ 0.

The proof of (4.43) is based on tedious calculations, by using the results of Theorems
3.1, 3.3 and the properties (4.8)-(4.10) of the functions a(x), A(x), Ai(x), i = 1, 2.

Here we prove (4.43) only in the case of ‖g0i‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄iT ), the rest terms are estimated

similarly. Note that we use essentially inequalities (39)-(43) from Section 5 [3] and their
weighted variants and results of Theorems 3.1 and 3.2. In these inequalities the minor
semi-norms of a function was estimated with the major ones with small coefficients. For
example, if a function W (x, t) vanishes as t = 0 then

〈W 〉
(α)
x,s,ΩT

≤ Tα[W ]
(α,α)
s,ΩT

, t ∈ [0, T ]. (4.44)

It is easy to check that

‖g0i‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄iT ) ≤ const.( sup

m∈N
[‖∇ηm∇w̄m

i ‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄m

iT ) + ‖w̄m
i ∆ηm‖Eα,α,α

s−2 (Ω̄m
iT )]

+ sup
m∈N22

‖ηm∆w̄m
i ‖Eα,α,α

s−2 (Ω̄m
iT )), (4.45)

sup
Ω̄m

iT

r−s+2|w̄m
i ||∆ηm| ≤ const.

Tα

λ2
〈w̄m

i 〉
(α)

t,s,Ω̄m
iT

≤ const.λ−2Tα∗
‖f̄m

1 ‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄m

T
), (4.46)

〈w̄m
i ∆ηm〉

(α)

x,s−2,Ω̄m
iT

≤ const.(Tαλ−2−α〈w̄m
i 〉

(α)

t,s,Ω̄m
iT

+ Tαλ−1−α〈Dxw̄
m
i 〉

(α)

t,s−1,Ω̄m
iT

)

≤ const.Tα∗
(λ−2−α + λ−1−α)‖f̄m

1 ‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄m

T
), (4.47)

〈w̄m
i ∆ηm〉

(α)

t,s−2,Ω̄m
iT

≤ const.λ−2Tα∗−α‖f̄m
1 ‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄m
T ), (4.48)

and at last

[w̄m
i ∆ηm]

(α,α)

s−2,Ω̄m
iT

≤ const.(Tα∗−αλ−2−α + Tα∗
λ−1−α)‖f̄m

1 ‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄m

T ), (4.49)

where α < α∗ < 1 as before. Moreover, the simple calculations lead to

‖f̄m
1 ‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄m
T ) ≤ const.(1 + λα−1 + λ−2α + λ1−3α)‖f̄1‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T ). (4.50)

Thus, we can conclude from inequalities (4.46)-(4.50) that

sup
m∈N

‖w̄m
i ∆ηm‖Eα,α,α

s−2 (Ω̄m
iT ) ≤ const.

Tα∗−α

λ3+α
(1 + λTα)(λ+ λα + λ1−2α + λ2−3α)
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×‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ) ≡ C1(λ, T )‖f̄1‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T ). (4.51)

If we chose value T such that

Tα∗−αλ−3−α = ν << 1 (4.52)

then due to 0 < α < 1/2

C1(λ, T ) = ν(1 + ν
α

α∗−αλ
α(3+α)
α∗−α )(λ+ λα + λ1−2α + λ2−3α) << 1, (4.53)

if λ vanishes. The term sup
m∈N

‖∇ηm ∇w̄m
i ‖Eα,α,α

s−2 (Ω̄m
iT ) is estimated with the same way.

Following the arguments from Chapter 4 [22], we can deduce that the "worst" term in

sup
m∈N22

‖ηm ∆xw̄
m
i ‖Eα,α,α

s−2 (Ω̄m
iT ) is sup

m∈N22

∥∥∥∥
[

∂2ŵm
i

∂z1∂z2
Ψm

z1
(z1)

]
z=Z−1

m (x)
ηm

∥∥∥∥
Eα,α,α

s−2 (Ω̄m
iT )

, m ∈ N22

( the other terms are evaluated either with the arguments below or with the simpler
reasonings).

Note that, as it follows from the definition of the spaces Ek+α,α,α
s , ‖ · ‖

Ek+α,α,α
s (Ω̄m

iT )

∼ ‖ · ‖Ck+α,α,α(Ω̄m
iT ) if m ∈ N22. The simple calculations and inequalities (4.23), (4.44),

(4.50) drive to

sup
Ω̄m

iT

∣∣∣∣∣

[
∂2ŵm

i

∂z1∂z2
Ψm

z1
(z1)

]

z=Z−1
m (x)

ηm

∣∣∣∣∣ ≤ const.Tαλ1−2α‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T )

; (4.54)

〈[
∂2ŵm

i

∂z1∂z2
Ψm

z1
(z1)

]

z=Z−1
m (x)

ηm

〉(α)

t,s−2,Ω̄m
iT

≤ const.λ1−2α‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T )

; (4.55)

〈[
∂2ŵm

i

∂z1∂z2
Ψm

z1
(z1)

]

z=Z−1
m (x)

ηm

〉(α)

x,s−2,Ω̄m
iT

≤ const.[1 + λ−α]Tα‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T )

; (4.56)

[(
∂2ŵm

i

∂z1∂z2
Ψm

z1
(z1)

)

z=Z−1
m (x)

ηm

](α,α)

s−2,Ω̄m
iT

≤ const.λ1−2α‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T )

+λ1−α

〈
∂2ŵm

i

∂z1∂z2
|z=Z−1

m (x)

〉(α)

t,s−2,Ω̄m
iT

. (4.57)

To evaluate the last term in the right hand-side of (4.57), we apply the next interpolate
inequality from [23]:

sup
Q̄

|D2
xΦ(x)| ≤ (‖Φ‖C2+α(Q̄))

ǫ∗(sup
Q̄

|Φ(x)|)1−ǫ∗ , (4.58)
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where ǫ∗ ∈ (0, 1) and ∂Q ∈ C2.

Putting Φ(x) :=
[

∂2ŵm
i (z,t1)

∂z1∂z2
−

∂2ŵm
i (z,t2)

∂z1∂z2

]
z=Z−1

m (x)
and ǫ∗ = 2

2+α , we get

〈
∂2ŵm

i

∂z1∂z2
|z=Z−1

m (x)

〉(α)

t,s−2,Ω̄m
iT

≤ const.(‖w̄m
i ‖C2+α,α,α(Ω̄m

iT ))
2

2+α (〈w̄m
i 〉

(α)

t,s,Ω̄m
iT

)
α

2+α ,

or due to results of Theorem 3.2

〈
∂2ŵm

i

∂z1∂z2
|z=Z−1

m (x)

〉(α)

t,s−2,Ω̄m
iT

≤ const.T
2(α∗−α)

2+α λ−2α‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ). (4.59)

Then we return to inequality (4.57) and get with (4.59) and (4.52) that

[(
∂2ŵm

i

∂z1∂z2
Ψm

z1
(z1)

)

z=Z−1
m (x)

ηm

](α,α)

s−2,Ω̄m
iT

≤ const.[λ1−2α + ν
2

2+αλ2+ 2
2+α ]

×‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T )

(4.60)

Thus, (4.45), (4.51), (4.53)-(4.56), (4.60) prove inequality (4.43) for ‖g0i‖Eα,α,α
s−2 (Ω̄iT ), i =

1, 2.
After that, we return to the right hand side of (4.37), and as a consequence of (4.42)

and (4.43) we have

∥∥∥∥k1a(x)[
∂θ̄1
∂n −

∂v1
f̄1

∂n ] + k1A1(x)[
∂θ̄1
∂ω −

∂v1
f̄1

∂ω ] − k1A1(x)[
∂θ̄2
∂ω −

∂v2
f̄1

∂ω ]

∥∥∥∥
E1+α,α,α

s−1 (Γ̄iT )

≤ const.C(λ, T )‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ). (4.61)

The same arguments together with inequalities from Theorems 3.1 and 3.3 allow to obtain
the estimates like (4.61) for the terms k1

∑
m∈N

w̄m
1

∂ηm

∂n and k1A1(x)
∑

m∈N
[w̄m

1 − w̄m
2 ]∂ηm

∂ω in

(4.37).
At last, properties (4.8)-(4.10) of the functions a(x) and A1(x) give

‖a(x) − am‖C1+α(Γ̄m) + ‖A1(x) −Am
1 ‖C1+α(Γ̄m) ≤ const.λ. (4.62)

After that, to evaluate the rest of the terms in (4.37), we use the same reasonings above
and inequalities (4.23), (4.62). Hence, we conclude

‖LRf̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ) ≤ ‖f̄1‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T ) + C(λ, T )‖f̄1‖E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ) (4.63)

with 0 < C(λ, T ) << 1. That completes the proof of Lemma 4.1. �
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The results of Lemma 4.1 mean that there exists an element σ which satisfies to (4.22)
and r1+γσ ∈ E2+α,α,α

s (Γ̄T ), σt ∈ E1+α,α,α
s−1 (Γ̄T ). Then the existence of the functions

θ̄i(x, t), i = 1, 2, from (4.16)-(4.21) in the corresponding weighted classes follows from [8]
in the case of the transmission problem

∂2θ̄i

∂x2
1

+
∂2θ̄i

∂x2
2

= 0 in ΩiT ,

θ̄1(x, t) − θ̄2(x, t) = A(x)σ on ΓT ,

∂θ̄1
∂n

− k
∂θ̄2
∂n

+A2(x)

(
∂θ̄1
∂ω

−
∂θ̄2
∂ω

)
= 0 on ΓT ,

∂θ̄i

∂x1
|x1=0 = 0, θ̄i(x, t) = 0 on ΓiT , θ̄i(x, 0) = 0. (4.64)

We have
‖θ̄i‖E2+α,α,α

s (Ω̄iT )
≤ const.‖r1+γσ‖

E2+α,α,α
s (Γ̄T )

, i = 1, 2. (4.65)

Thus, Lemma 4.1 together with (4.65) lead to the following results.

Lemma 4.2 Let conditions of Lemma 4.1 hold, then there is a solution (θ̄1, θ̄2, σ) to
problem (4.16)-(4.21) and θ̄i ∈ E2+α,α,α

s (Ω̄iT ), r1+γσ ∈ E2+α,α,α
s (Γ̄T ), σt ∈ E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T ).

Now we need the coercive estimates for solution (θ̄1, θ̄2, σ) which gives the uniqueness
of the obtained solution in Lemma 4.2.

Lemma 4.3 Let the conditions of Lemma 4.1 hold, then for every t ∈ [0, T ]

‖(θ̄1, θ̄2, σ)‖HD
≤ const.‖f̄1‖E1+α,α,α

s−1 Γ̄T
(4.66)

with the constant is independent of f̄1.

Proof. The standard Schauder technique together with results of Section 3 on the
properties of model problems lead to the a priori estimate

‖(θ̄1, θ̄2, σ)‖HD
≤ const.

[
‖f̄1‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T )
+ 〈θ̄1〉

(α)

t,s−2,Ω̄1T
+ 〈θ̄2〉

(α)

t,s−2,Ω̄2T

]
. (4.67)

As for the estimates of 〈θ̄i〉
(α)

t,s−2,Ω̄iT
, i = 1, 2, we apply inequality (4.24) from Lemma 4.1

in [12] which gives

〈θ̄1〉
(α)

t,s−2,Ω̄1T
+ 〈θ̄2〉

(α)

t,s−2,Ω̄2T
≤ const.‖f̄1‖E1+α,α,α

s−1 (Γ̄T )

+const.(ε+CεT
α)‖(θ̄1, θ̄2, σ)‖HD

. (4.68)

Choosing ε and T enough small, we deduce from (4.67) and (4.68) inequality (4.66) for
t ∈ [0, T ], where T does not depend on the right hand side of linear problem (4.16)-(4.21).

�

Now the proof of Theorem 4.1 can be deduced from the results of Lemmas 4.1-4.3.
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5 The Nonlinear problem: The Proof of Theorem 2.1

The proof of Theorem 2.1 is based on Theorem 4.1 and the representation (2.39) of the
nonlinear problem. We can rewrite problem (2.39) as

ℑz = F(z) ≡ f(x, t) + F1(z), (5.1)

where z = (θ1, θ2, σ) and ℑ is the linear operator which is given by the left hand side of
(2.39), ℑ : HD → HR; the vector f(x, t) is constructed with initial data; F1(z) contains
the elements described in Remark 2.4.

As the operator ℑ satisfies the conditions of Theorem 4.1, nonlinear problem (5.1)
can be represented as

z = ℑ−1f + ℑ−1
F1(z) ≡ P (z).

Lemma 5.1 Let Bd, Bd ⊂ HD, be a ball with the center located in the origin and the
radius of d. For z ∈ Bd the following estimates hold

‖F1(0)‖HR
≤ const.Tα∗−α, (5.2)

‖F1(z1) − F1(z2)‖HR
≤ const.(d+ Tα∗−α)‖z1 − z2‖HD

, (5.3)

where 0 < α < α∗ < 1.

The proof of Lemma 5.1 repeats the all arguments from Section 5 [29] and is based on
the results of Theorems 3.1 and 4.1.

Note that inequalities (5.2) and (5.3) mean that for sufficiently small T and d the
nonlinear operator P (z) satisfies the conditions of the fixed point theorem for a contrac-
tion operator. Hence, the fixed point of the operator is the solution of problem (2.39),
and Theorem 2.1 has been proved.

6 Appendix: The proof of Lemma 3.1

To prove the first statement in the lemma, note that the inverse Laplace transformation
of the function 1

ν+A , where ReA > 0, is the function e−At (see, for example, (5.2.(1))
in [2]). Thus,

K(x1, t) =

+∞∫

−∞

eiλx1e−(A1|λ|+iA2λ)tdλ =
2A1t

(A1t)2 + (x1 −A2t)2
,

and (3.28) follows immediately from this representation of K(x1, t).
Moreover, using this representation for K(x1, t), it is easy to get

∂lK(x1, t)

∂xl
1

→ 0 as |x1| → ∞, t ∈ [0, T ], and l ≥ 0. (6.1)
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That proves (3.29) in the case of l > 0. To calculate integrals (3.29) in the case of l = 0,
we change the variable y−A2τ

A1τ = z in the inner integral and obtain

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

K(y, τ)dy = 4

t∫

0

dτ

∞∫

0

dz

z2 + 1
= 2πt.

It is easy to find ∂K(x1,t)
∂x1

from the representation of K(x1, t)

∂K(x1, t)

∂x1
= −2K2(x1, t)

(
x1 −A2t

A1t

)
. (6.2)

Thus, to estimate I1 in (3.30), we use (6.2) and change of the variable y−A2τ
A1τ = z in the

inner integral. Then

I1 = const.

t∫

0

dτ

τ1−α

∞∫

−∞

|z + A2
A1

|α

(1 + z2)2
≤ const.tα,

that proves (3.30).
As for inequality (3.31), we use again representation (6.2) and the change of the

variable y −A2τ = z in the integral with respect to y

|I2| ≤ const.

∣∣∣∣∣∣∣

t∫

0

dτ

2|∆x|∫

0

|z +A2τ |
αzA1τ

(z2 +A2
1τ

2)2
dz

∣∣∣∣∣∣∣

≤ const.




t∫

0

dτ

2|∆x|∫

0

z1+αA1τ

(z2 +A2
1τ

2)2
dz +

t∫

0

dτ

2|∆x|∫

0

|A2|ατ1+αzA1

(z2 +A2
1τ

2)2
dz




≡ const.(i1 + i2). (6.3)

First we evaluate i1 and do the change of the variable z2 +A2
1τ

2 = u in the integral
with respect to τ . Thus, one has

i1 ≤ const.

2|∆x|∫

0

z1+αdz

z2+(A1t)2∫

z2

du

u2
≤ const.

2|∆x|∫

0

zα−1dz = const|∆x|α. (6.4)

As for the term i2, after the change of variables z = A1τu in the integral with respect
to z and then 2|∆x|(A1τ)

−1 = v in the integral with respect to τ , one gets

i2 ≤ const.

t∫

0

dττα−1

2
|∆x|
A1τ∫

0

udu

(u2 + 1)2
= const.

t∫

0

τα−1

[
1 −

1

1 + 4|∆x|2(A1τ)−2

]
dτ
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≤ const.|∆x|α
+∞∫

0

v1−αdα

1 + v2
≤ const.|∆x|α. (6.5)

Hence, inequalities (6.3)-(6.5) lead to estimate (3.31).
At last, to prove (3.32), we calculate the second derivative of the function K(x1, t)

with respect to x1

∂2K(x1, t)

∂x2
1

= −K3(x1, t)

[
1 − 3

(
x1 −A2t

A1t

)2
]
,

and do change of variables y = z+A2τ in the integral with respect to y and then τ = z
A1v

in the integral with respect to τ . Thus,

I3
|∆x|

≤ const.

+∞∫

2|∆x|

dz

t∫

0

[z +A2τ + ∆x]α

(A1τ)3(1 + z2(A1τ)−2)
|1 − 3z2(A1τ)

−2|dτ

= const.

+∞∫

|∆x|

dz

z2−α

+∞∫

0

dv

(1 + v2)2
≤ const.|∆x|α−1.

These inequalities lead to estimate (3.32), that completes the proof of Lemma 3.1.
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2476–2499.

[9] B.V. Bazaliy and N. Vasylyeva, On the solvability of a transmission problem for the
Laplace operator with a dynamic boundary condition on a nonregular interface. –
J. Math. Anal. Appl. 393 (2012), 651–670.

[10] J.A. Cima, A.L. Matheson, and W.T. Ross, The Cauchy transform. Mathematical
Surveys and Monographs 125, AMS, 2006.

[11] I.I. Daniliuk, Nonregular boundary problems on a plane. Nauka, Moscow, 1975. (in
Russian)

[12] S.P. Degtyarev, The existence of a smooth interface in the nonstationary elliptic
Muskat-Verigin problem with a nonlinear source. – Ukr. Math. Bull. 7 (2010), 301–
330.

[13] C. Elliott and J.R. Ockendon, Weak and variational methods for moving boundary
problem. Pitman, London, 1982.

[14] J. Esher and B.V. Matioc, On the parabolicity of the Muskat problem: well-
posedness, fingering and stability results. – Z. Anal. Anwend. 30 (2011), No.2,
193–218.

[15] J. Esher and G. Simonett, Classical solutions of multidimensional Hele-Shaw models.
–SIAM J. Math. Anal. 28 (1997), 1028–1047.

[16] E.I. Hanzawa, Classical solution of the Stefan problem. – Tohoku Math. J. 33 (1981),
297–335.

[17] Y.E. Hohlov, and S. Howison, The classification of solutions in the free boundary
Hele-Shaw problem. – Dokl. Acad. Nauk USSR 325 (1992), 1161–1166.

[18] S. Howison, A note on the two-phase Hele-Shaw problem. – J. Fluid Mech. 409

(2000), 243–249.

[19] L. Jiang and Y. Chen, Weak formulation of a multidimensional Muskat problem.
Free boundary problems:theory and applications, Vol.II (Irsee, 1987), 509–513. Pit-
man Research Notes in Mathematics Seris, 186. Longman, Harlow, 1990.

293



[20] J.R. King, A.A. Lacey, A.A., and J.L. Vazquez, Persestence of corners in free bound-
aries in Hele-Shaw flow.– European J. Appl. Math. 6 (1995), 455–490.

[21] M.V. Krasnoschok, On an initial-boundary value problem for a stationary system
of the theory of elasticity with additional dynamic condition on a boundary of a
domain. – Transactions of IAMM 21 (2010), 137–150.

[22] O.A. Ladyzhenskaya, V.A. Solonnikov, V.A., and N.N. Ural’tseva, Linear and quasi-
linear parabolic equations. Transl. Math. Monogr. 23 AMS, Providence, RI, 1968.

[23] A. Lundardi, Analytic semigroups nad optimal regularity in parabolic problems.
Progress in NoDEA. 16 Birkhaüser, Verlag, Basel, 1995.

[24] P.B. Mucha, On the Stefan problem with surface tension in the Lp framework. –
Advances in Differential Equations 10 (2005), No. 8:861–900.

[25] M. Muskat, Two fluid systems in porous media. The encroachment of water into an
oil sand. – Physics 5 (1934), 250–264.

[26] F. Otto, Viscous fingering: an optimal bound on the growth rate of the mixing zone.
– SIAM J. Appl. Math. 57 (1997), No. 4: 982–990.

[27] Ja.A. Roitberg and Z.G. Sheftel’, General boundary value problems for elliptic equa-
tions with discontinuous coefficients. – Soviet. Math. Dokl. 4 (1963), 231–234. (Rus-
sian)

[28] M. Siegel, R. Caflisch, and S. Howison, Global existence, singular solutions, and
ill-posedness for the Muskat problem. – Comm. Pure and Appl. Math. 57 (2004),
1374–1411.

[29] N. Vasylyeva, On the solvability of the Hele-Shaw problem in the case of nonsmooth
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